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Onsoz

Jimmy Wales kurucularindan oldugu Vikipedi’yi sdyle tamimliyor: “Diinya iizerindeki
her insana kendi dilinde, en iist kalitede, bedava bir ansiklopedi olusturma ve dagitma
ugragist”. Son birkac on yilda insanlik i¢in bundan daha degerli az sey yapilmistir diye
diistiniiyorum. Linus Torvalds tarafindan yaratilan Linux igletim sistemi de benzer se-
kilde herkesin iicretsiz kullanabildigi ve binlerce insanin katkisiyla zenginlesen, biiyiiyen
bir igletim sistemi.

SageMath (ya da kisaca Sage) de tipki Vikipedi ve Linux’1n yaraticilar gibi iyi kalpli
ve paylasimci biri olan William Stein adli matematik¢inin insanlifa armagani. Progra-
min resmi sitesinde misyon “Magma, Maple, Mathematica ve Matlab’a gecerli bir al-
ternatif olarak, ozgiir ve acik kaynak bir yazilim yaratmak” seklinde ifade ediliyor. Yani
SageMath bu ticari yazilimlara alternatif olarak, herkesin ulasabilecegi licretsiz ve giiclii
bir yazilim olma pesinde. Ilk versiyonunun ¢iktig1 2005 ten giiniimiize, matematigin pek
cok alaninda bu hedefine ulastigini sdylemek hi¢ de yanlis olmaz. Programin Python ta-
banli olmasi da son yillarda yayginlasmasina yardimci olmustur elbet. Ne de olsa Python
popiilerligini her gecen giin artiriyor ve 6grenmesi kolay programlama dilleri listelerinde
bag1 ¢ekiyor.

Sage i¢in pek ¢ok dilde kaynak bulmak miimkiin. Birkag tane hayli kapsamli in-
gilizce kitap var [2| [10} 16l [1]] ve bazilarinin elektronik kopyalar herkese agik [2} [10].
Ancak Tiirkce kaynak ne yazik ki ¢cok yetersiz. Okumakta oldugunuz bu kitaptan bagka
Tiirkge bir SageMath kitab1 su an itibariyla yok. Bu kitabin amaci SageMath gibi bir
girisimi Tiirk¢e olarak 6grenci, 6gretmen ve arastirmacilara sunmak ve bu matematik
programinin iilkemizde de yayginlagsmasini saglamaktir.

Kitap, programlamaya giris niteliginde oldugundan bu konuda higbir 6n bilgi gerek-
tirmiyor. Ortadgretim diizeyinde matematik bilgisi, Sage’in temelleri ve programlamaya
dair boliimlerin anlagilmasi i¢in yeterli olacaktir. Diger bazi1 boliimler i¢in tabii ki ilgili
matematik alanina hakimiyet gereklidir.

Programi hi¢bir 6deme yapmadan indirip bilgisayariniza kurmaniz yiizde yiiz yasal.
Dahasi; kurulumla ugragsmak istemiyorsaniz ¢evrimi¢i kullanim segeneklerini inceleye-
bilirsiniz. Detaylar[I.4| numarali alt bolimde.

Bu kitap hicbir maddi kazang beklentisi olmadan yazilmistir. Elektronik kopyast tic-
retsiz olarakjwww.nesinkoyleri.org/e-kutuphane|veyawww.k-interact.net|ad-
reslerinden indirilebilir. Dileyenler icin kitabin basili kopyast da bulunmaktadir.


https://nesinkoyleri.org/e-kutuphane/
https://www.k-interact.net

Tesekkiir

SageMath yaziliminin yaraticist, biitiin SageMath kitaplarinin goriinmez yazari William
Stein’a tegekkiirler!

Bilgisayar ve programlama iizerine ilk derslerimi aldigim hocalarim Timur Karacay
ve merhum Dogan Coker’e; matematik yaziliminin ne demek oldugunu kendisinden al-
digim ve benim icin bir doniim noktas1 olan dersle 6grendigim, kitabin yaziminda da
yapict tavsiyeleriyle destek olan degerli hocam Unal Ufuktepe’ye ne kadar tesekkiir et-
sem azdir. Matematik yazilimi alaninda gelisimime biiyiik katkis1 olan Erasmus proje
danigmanim Andrés Iglesias Prieto’ya da tesekkiirii bir borg bilirim.

Bana bu kitabin hedefine ulagsmasi i¢in emin ellerde oldugu hissini veren, dijital ve
basili olarak yayimlanmasina destek olan Ali Nesin’e ve basim siirecindeki yardimlarin-
dan dolay1 Nesin Yayinevi genel yayin yonetmeni Esin Pervane’ye ¢ok tesekkiirler!

Bu siirecte gerek icerik gerekse nitelik anlaminda yardim, oneri ve elestirilerinden
dolay1 Agacik Zafer, Ali Manzak, Ali Nabavi, Arash Pourkia, Fatih Dogan, G. Yazgi
Tiitiincti, Goknur Yapak¢i, Kerem Kaskaloglu, Mustafa Zeki, Orhan Dénmez, Osman
Can Hatipoglu, Selguk Baktir, Server Kasap, Tuncay Candan, Ugur Akduman, Ugur
Madran ve Zekeriya Uykan’a ayr ayri tesekkiirlerimi sunarim.

Kitab1 bagtan sona her zamanki incelikli ve elestirel bakisiyla okuyup Onerileriyle
onu daha anlagilir hale getiren dostum Harun Barig Colakoglu’na; yogun ¢alisma tem-
posunda degerli zamanini ayirarak deneyim dolu onerileriyle bu kitab1 zenginlestirip
daha ulagilir hale getiren Murat Alp’e sonsuz tesekkiirler!

Annem Emine Selamet, babam Mehmet, abim Cemal Bilge, ikiz kardeslerim Bey-
zagiil ve Seydagiil’e her zamanki sevgi ve desteklerinin yaninda kitaba katki saglayan
yorum, Oneri ve elestirilerinden dolayi tesekkiirler!

Yapici onerileriyle harikalar yaratan, bu yogun hazirlik siirecinde gosterdigi sabir ve
anlayisla her zaman yanimda olan sevgili esim Asli’ya ve farkinda bile olmadan beni
motive eden kiigiiciik kizzimiz Alin’e tesekkiirler!

Sinan Kapgak
Egaila, Kuveyt
Ekim 2022



Boliim 1

SageMath’e Baslarken

SageMath [7, 18] 4] bir matematik yazilimi, daha teknik bir deyisle bir bilgisayar cebir
sistemidir. Giiniimiizde bu tip yazilimlar sayisal ve sembolik ileri diizey islemler ve he-
saplamalar yapabilmenin yaninda iki ve ii¢ boyutlu grafikleri goriintiileyebilir, animas-
yon iiretebilir ve programlamada kullanilabilirler. Bu boliimde SageMath yaziliminin ne
oldugunu, onu cazip kilan baz1 6zellikleri, programa ulagmak i¢in en kestirme yolu ve
diger kullanim segeneklerini goreceksiniz.

1.1 SageMath Nedir?

Programin ad1 SageMath; ancak Sage kullanimi da bir o kadar yaygin. ‘Sage’ Ingilizce
bir kelime. Anlam1 ‘ada cayr’. Aynm1 zamanda ‘bilge’, ‘bilgece’ anlamina da geliyor. As-
linda, System for Algebra and Geometry Experimentation (cebir ve geometri deneyimi
icin sistem) ifadesinin kisaltilmig hali. 2005 yilinda, Amerikali bir matematik¢i olan
William Stein’in Harvard Universitesi’nde bulundugu sirada baslattig1 bir yazilim. Cok
sayida halihazirdaki agik kaynak paketi kullaniyor ve mottosunda da vurguladig: gibi,
tekerlegi tekrar icat etmektense arabay1 olusturmayi hedefliyor. Mathematica, Matlab,
Maple, Magma, Mathcad gibi licretli programlara iicretsiz bir alternatif olarak dogmusg
ve hizli bir sekilde ¢ok etkili bir noktaya gelmis olan SageMath, su an itibariyla ana-
liz, diferensiyel denklemler, dogrusal cebir, geometri, soyut cebir, kombinatorik, ¢izge
kuramui, niimerik analiz, sayilar teorisi ve istatistik gibi matematigin pek cok alanini kap-
sayan ozelliklere sahip.

1.2 Neden SageMath?

SageMath hem iicretsiz hem kapsamli hem de ileri diizey bir matematik yazilimidir. Her-
hangi bir web tarayicisindan bir dakika icerisinde ulagilabilecek olan bu yazilimi gegerli
kilan bir bagka sebep de Python tabanli olmasi. Python, kullanimi kolay ve son yillarda
en ¢ok yayginlasan programlama dillerinden biri. Oyle ki diinyada pek cok iiniversi-
tede programlamaya giris dersleri Python ile verilmekte. SageMath’1 6grenirken aym
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zamanda c¢ok gecerli bir dil 6grenecek ve dzellikle programlama alaninda Python kay-
naklarindan destek alma sansiniz da olacaktir.

Program Windows, Linux ve MacOS isletim sistemlerinde ¢alistig1 gibi, hi¢bir ku-
rulum yapmadan ¢evrimigi (online) olarak da kullanilabilir.

1.3 Ilk Etkilesim: SageMathCell

SageMath’e ulasmanin en hizli yolu olan

sagecell.sagemath.org

adresine hemen gidelim ve yazilimi ¢evrimi¢i olarak kullanmaya baglayalim. Bunu her-
hangi bir ag tarayicisinda adres cubuguna yukaridaki adresi yazarak yapabilirsiniz. Kar-
siniza ¢ikacak olan web sayfasinda, kod yazmak icin bos bir hiicre, yazdiklarinizi ¢alig-
tirmak iginse iizerinde Evaluate (hesapla) yazan bir buton goreceksiniz.

Ornegin hiicreye 2+2 yazip Evaluate butonuna tiklayalim:

SageMathCell hizli erigim ve paylasim 6zelliginden (.10|numaral alt boliim) dolay1
kullanigl bir platform. Ancak birden fazla hiicre kullanamamak ve ¢alismamizi kayde-
dememek oldukga kisitlayici.

1.4 Diger Kullamim Secenekleri

Cevrimigi diger bir segenek olan CoCalc (cocalc. com) platformu yazilimin her an giin-
cel versiyonunu sunmasi gibi bir avantajin yaninda dosyalarinizi kaydetme sansi da veri-
yor. Ancak belli bir bellek ve hesaplama kaynaginin asiminda CoCalc iicretli bir opsiyon
oneriyor. Eger hicbir ticret 6demek istemiyorum diyorsaniz SageMath yazilimin kisisel
bilgisayariniza kurmanizi 6neririm. Bu ayn1 zamanda en stabil sonucu verecektir. Prog-
ramin kurulumu ile ilgili detaylar1 Ek[A]da bulabilirsiniz.

Jupyter Not Defteri

Jupyter Not Defteri .ipynb uzantili 6zel bir dosya tiirii. Ek [A]daki yonlendirmelerle
programi kurup calistirdiktan sonra asagidaki gibi Jupyter arayiiziinii goreceksiniz. Sag
stteki butonuna tiklayip SageMath x.x’i sec¢iyoruz (buradaki x.x, kurmusg oldu-
gunuz SageMath’in versiyonudur).



https://sagecell.sagemath.org/

1.4. Diger Kullanim Segenekleri 3

: J u pyter Quit Logout

Files Running Clusters

Select items to perform actions on them.

Upload <

[(Jo ~ Wmi Name ¥

Python 3 (ipykernel)
0 [ Desktop SageMath 9.5
O 0[O Documents
(0 0O Downloads Text File
— Folder
O 0[O Music

Terminal
O [ Pictures S—
O O Public a year ago
[0 O scratch a year ago
O [ sketchbook 5 months ago

SageMath x.x se¢cimimizi yaptiktan sonra, varsayilan internet tarayicisiyla agsagidaki
gibi bir Jupyter Not Defteri (.ipynb dosyas1) agilacaktir. SageMath kullanima hazirdir.

Not 1.4.1 Dosyanizi farkli bir klasore kaydetmek isterseniz SageMath x.x se¢imini yap-
madan 6nce dilediginiz klasorii segebilirsiniz.

 Jupyter Untitled1 nsaved changes) Logout
File Edit View Insert Cell Kemel Widgets Help Trusted & | SageMath9.5 O
B + 3 @A B 424 ¥ PRin B C W Code v =

In [ ]

Bir girdiyi ¢alistirmak i¢in programdaki tusunu ya da + kom-
binasyonunu kullaniriz. Hesaplama bitince de ¢iktiyr goriiriiz. Asagida 2+2 girdisini
(In[1]) caligtirtyoruz ve ¢iktt (Out [1]) olarak 4 elde ediyoruz.
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“ Jupyter untitled1 wnsaved cranges) Logout
File Edit View Insert Ce Keme Widgets Help Tru 4 ‘ SageMath 9.5 O
B + % @B 44 ¥ PRn B C M Code v =
In [1]: 2+2
[1]: 4

Not 1.4.2 Jupyter Not Defteri kullanarak programlama dosyalarini interaktif ders notu
olarak kaydetme sansimiz var. Hem de IXTEX destegiyle.

Not 1.4.3 ikinci bir dosya tiirii de yaygin olarak kullanilan Sage Not Defteri. Bu dosya
. sagews uzantili olup Jupyter Not Defteri’ne benzer bir sekilde hiicrelere ayrilmustir.

Not 1.4.4 internet tabanli bir bulut bilisim platformu olan CoCalc, SageMath projesinin
bir pargasidir. Sage Not Defteri (. sagews) ve Jupyter Not Defteri’nin (. ipynb) yaninda
IATEX dosyasini (. tex) da destekleyen CoCalc, gercek zamanli ortak caligma 6zelligi
ve ders yonetim sistemleri de sunuyor.



Boliim 2

Temel Kavramlar 1

Bu bolimde matematik ve programlamada kullanilan temel SageMath komutlarini go-
receksiniz. Ozellikle iilkemizde ortadgretim diizeyi matematik derslerindeki pek ¢ok is-
lem ve fonksiyonun SageMath ile nasil ifade edilecegine yer verilecek. Ayn1 zamanda
kodlamanin temel kavram ve operatorlerinden bazilarinin SageMath’teki kullanimina da
deginecegiz.

2.1 Aritmetik

Dogal olarak art1 (4) ve eksi (—), sirasiyla toplama ve ¢ikarma islemleri i¢in kullaniliyor.
Carpma islemi icin y1ldiz isaretini, bagka bir deyisle asteriski (), bolme iglemi icin de
egik cizgiyi (/) kullanmiyoruz. Birkag¢ 6rnek verelim:

3+7 %8
59
@-77/8
-1/2
7/3 - 1/3
2

Ayni satirda birden fazla iglem yapilabilir, sadece aralarina virgiil koymamiz gerekir:

1+2%3-4 , (1+2)*3-4 , 1+2%(3-4) , (1+2)*(3-4)

3, 5, -1, -3)




6 Boliim 2. Temel Kavramlar [

Not 2.1.1 SageMath dort islemde siranin ¢ok belirgin olarak verilmedigi durumlarda
soldan saga dogru islem yapar. Ornek olarak:

8/2/2/2

1

Bir sayinin iissiinii hesaplamak icin sapka isaretini (*) kullaniyoruz. Bunun yerine
¢ift yildiz (+*) da kullanilabilir. Ornegin 190 sayisin1 hesaplamak igin 1910 veya
19%x*10 ifadelerinden birini kullanabiliriz:

19710

6131066257801

Cok daha biiyiik say1larin hizlica hesaplanabilecegini belirtelim. Mesela, hemen 21000000

say1sini deneyebilirsiniz.

2.2 Niimerik Gosterim

Simdi de asagidaki islemi inceleyelim:

1/125

1/125

SageMath burada kesir gosterimini oldugu gibi korumay1 tercih ediyor. Say1 degerini
niimerik olarak gormek istersek asagidaki gibi n komutunu kullanabiliriz. Bu komut
numerical (Turkgesi niimerik) kelimesinin bag harfinden geliyor.

n(1/125)

0.00800000000000000

n komutu .n() formunda asagidaki gibi de kullanilabilir:

(1/125) .0n0)

0.00800000000000000

Not 2.2.1 n komutuna bir alternatif, yukaridaki iki kullanim bi¢imini de kabul eden
numerical_approx (niimerik yaklasim anlamina gelen numerical approximation ifa-
desinin kisaltilmis hali) komutudur.

numerical_approx(1/125) , 1/125.numerical_approx()

(0.00800000000000000, 0.00800000000000000)
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Not 2.2.2 Tam da bu noktada birkag yerel hususa deginelim:

1. Ulkemizde ondalik isareti olarak virgiil kullaniriz. Ornegin iki buguk sayisini 2,5
seklinde yazariz. SageMath ondalik isareti olarak nokta kullaniyor. Onun anla-
dig1 iki buguk sayis1 2.5 sekinde yazilir. Kitap boyunca hem tutarli olmak hem de
kafa karigikligina mahal vermemek i¢in, ondalik ifadeleri virgiil yerine nokta ile
kullanacagiz.

2. SageMath i¢in 0.97 ile .97 aym seyi ifade eder. Yani ondalik igaretinden onceki
sifir1 yazmasak da olur. Bu kullanim sekli, hesap makinesi ve bilgisayarin yaygin-
lagmasiyla ¢ogu iilkede standartlagsmis durumda.

3. Ulkemizde binlik isareti olarak istege bagh nokta ya da bosluk kullantyoruz. Yani
giinliik hayatta biiyiik sayilar1 yazarken daha agik secik olmak adina basamaklari
iier iicer grupluyoruz. Ornegin bir milyon sayisin1 1,000,000 ya da 1 000 000 sek-
linde yazmak gibi. Ancak SageMath’te binlik isareti kullanilmaz; yani bir milyon
say1sin1 1000000 seklinde yazmaliy1z.

Biiyiik Sayilar igin Niimerik Gosterim

Niimerik yaklasik deger biiyiik sayilar icin de kullamlabilir. Ornegin oldukga biiyiik ol-
dugunu bildigimiz
9%’

say1sini biraz daha elle tutulur hale getirmek istersek:

n(97979)

4.28124773175747e369693099

Yani bu biiyiik sayinin yaklasik ifadesi soyleymis:
4.28124773175747 x 1036969309

Not 2.2.3 Yukaridaki ¢iktida gordiigiimiiz e harfi exponent (yani iis) kelimesinden ge-
liyor ve onu "10 iizeri" seklinde anlamaliy1z. Ornegin 5. 12e30 sayisinin anlami 5.12 X
1039, Benzer sekilde 8.557e-12 demek, 8.557 x 10712 demek.

Not 2.2.4 4" ifadesinin a*) anlamina geldigini hatirlatalim. Aslinda, daha genel ola-
rak, birden fazla sayida kuvvet iceren durumlarda kuvvet iglemi iistten hesaplanmaya
baglar. SageMath de a~b~c komutunu ayni sekilde algiliyor.

Birkac Ornek

Simdi de agagidaki sayilarin niimerik ifadelerini dort islem ve kuvvet kullanarak hesap-

layalim:
S

11
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n( 117(1/5) )

1.61539426620218

1213

n( 1/(12713) )

9.34638789871792e-15

(1-(1/032.3) - 0.1967 )~ (-3) )~(2/3)

36.5139846153917

Not 2.2.5 Yukaridaki son islemle ilgili birkag sey:

1. Ondalik sayilarla islem yaptifimizdan, n komutunu kullanmaya gerek duymadan
otomatik olarak niimerik bir sonug elde ettik. Benzer sekilde, {/ﬁ say1sini niime-
rik olarak hesaplamak i¢in, n komutu kullanmak yerine 11 sayisin1 11.0 seklinde
yazabiliriz. Hatta, sadece nokta koyarak, yani 11.~(1/5) seklinde yazmak yeterli
olacaktir.

2. Hesaplayacagimiz ifade koseli parantez icermesine karsin SageMath’te bunu nor-
mal parantez olarak yazdik. Niimerik hesaplarda sadece normal parantez kullan-
maliy1z. Denemeler yaparak SageMath’in diger parantezleri bu tip islemlerde ka-
bul etmedigini gorebilirsiniz.

Tek ve Cift Sayilar

Bir tam sayimn cift (Ingilizcesi even) ya da tek (Ingilizcesi odd) oldugunu SageMath’e
asagidaki gibi soruyoruz:

is_even(4)

True

is_odd(4)

False

Yukarida 4 sayist i¢in "¢ift mi?" ve "tek mi?" sorularina sirasiyla True (dogru) ve False
(vanlis) yanitlarini aldik.
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Boliim ve Kalan

Bir bolme isleminde boliimii bulmak i¢in "//" komutu kullanilir:

17 // 5

3

Kalani bulmak i¢in de yiizde isaretini (%) kullaniyoruz. Asagida 17 nin 5’e bélimiinden
kalan1 buluyoruz. Diger bir deyisle 17’ nin mod 5’teki ifadesini:

17 % 5

2

Boliim ve kalan sirastyla tek seferde bulmak i¢in divmod komutunu da kullanabiliriz:

divmod (17,5)

@3, 2)

Carpanlar ve Asal Carpanlar

Bolenlerle ilgili diger iki komut ise divisors ve prime_divisors, yani sirastyla bo-
lenler (carpanlar) ve asal bilenler (asal carpanlar). Kullanimlari soyle:

divisors(12)

1, 2, 3, 4, 6, 12]

prime_divisors(12)

[2, 3]

Bir tam say1 i¢in, "asal m1?" sorusunu is_prime komutuyla sorabiliriz. Asagida
1273 sayis1 i¢in bunu yaptik ve aldigimiz yanit False (yanlis).

is_prime(1273)

False

Yani 1273 asal degilmis.
Simdi de bir tam say1y1 asal carpanlarina nasil ayiracagimizi gorelim. Bunun icin
carpan anlamina gelen factor komutunu kullaniyoruz. Asagida iki drnek var:

factor(1273)

19 * 67

factor(27111+1)

372 * 1777 * 3331 * 17539 * 25781083 * 107775231312019

Goriildiigi tizere SageMath biiyiik sayilar1 da asal ¢arpanlarina ayirmada maharetli.
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2.3 OBEB - OKEK

Ortak bdlenlerin en biiyiigii (OBEB veya EBOB) icin kullandigimiz komut gcd (greatest
common divisor):

gecd(12,16)

4

gcd(12345678,23456789)

1

Ortak katlarin en kiictigii (OKEK veya EKOK) icinse 1cm (least common multiple)
komutunu kullaniyor SageMath:

1cm(6,8)

24

Asagidaki 6rnek ise 2637 ile 275 sayilariin en kiigiik ortak katinin asal carpanlara
ayrilmig halini veriyor:

factor(1cm(2°6%377,2"7%576))

277 * 377 * 576

Ikiden fazla sayimnin OBEB ya da OKEK’ini koseli parantez kullanarak buluruz.
OBEB i¢in bir drnek asagida:

ged( [ 37710+1 , 53710+1 , 11710+1 ] )

122

2.4 Faktoriyel

Faktoriyel asagidaki orneklerdeki gibi kullanilir. Matematiksel gosterimi iinlem isareti
(1) olsa da, SageMath bu isareti faktoriyel i¢in kullanmaz.

factorial(3)

6

factorial(20)

2432902008176640000
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2.5 Yorum/Aciklama Ekleme

Bazi durumlarda bir satirdaki belli ifadeleri derleme dis1 birakmak isteyebiliriz. Bunu
cogunlukla ya kod ile ilgili bir agiklama eklemek ya da belli satirlardaki komutlar1 iptal
etmek icin kullaniriz. Boyle durumlar i¢in komut # isareti. Asagidaki 6rnekte # isare-
tinden sonrasi derleme islemine katilmiyor. Program o kisim yokmusg gibi davraniyor.

# bu sater derleme dist kalacaktar
3+2 # bu satir 3 ile 2’yi topluyor
# 3+5

Bazen birkag satir1 ayn1 anda derleme dig1 birakmak ya da onlarca satir alabilecek
agiklamalar yapmak isteyebiliriz. Bunun i¢in agiklamaya 3 tane tirnak isaretiyle baslayip,
aciklamayi yine 3 tane tirnak isaretiyle bitirmemiz gerekir. Ornegin:

" pirkag satair derleme dist kalacaktar
birka¢ satair derleme distr kalacaktar
birka¢ satir derleme distr kalacakiar
birka¢ satair derleme distr kalacaktar """
3+2

Not 2.5.1 Asagida komut ve sayilar1 kesmeyecek sekilde birakilan bogluklarin sonucu
etkilemedigini goriiyoruz:

(11 / 8 + 6 ) . n ( )

7.37500000000000

2.6 Karekok

Karekok islemi i¢in kullanilan SageMath komutu sqrt. Komut, Tiirk¢e anlami1 karekok
olan Ingilizce square root kelimesinin kisaltilmastyla olusturulmus.

sqrt (64)

8

sqrt (10)

sqrt (10)
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Neden bu yamt1 aldik? 4/10 irrasyonel bir say1 oldugundan bu say1y: ondalik olarak
yazmaya kalkarsak sonsuz basamak kullanmamiz gerekir. Yani SageMath ya da bagka
bir programin bize bu sayinin gercek degerini ondalik say1 olarak vermesi olanaksiz.

SageMath bize en dogru sonucu vermek i¢in 4/10 sayisin1 oldugu gibi birakti. Ama
niimerik olarak yaklagik degerini nasil bulabilecegimizi biliyoruz:

n(sqrt(10))

3.16227766016838

Niimerik gosterimde varsayilan toplam basamak sayist 15°tir. Diyelim ki biz 50 basa-
mak gdrmek istiyoruz. Bunun icin, Tiirk¢ce karsilig1 basamaklar olan digits komutunu
kullaniriz:

n( sqrt(10) , digits = 50 )

3.1622776601683793319988935444327185337195551393252

Bir milyon basamak gormek de miimkiin; bunu siz deneyebilirsiniz. Sadece 4 basa-
mak gormek istersek:

n( sqrt(10) , digits = 4 )

3.162

Yukarida noktadan bagimsiz bir sekilde toplam 4 basamak goriiyoruz. Bazen nokta-
nin saginda belli sayida basamak goriinsiin isteyebiliriz. Bunun i¢in round (yani yuvaria)
komutu kullanilabilir:

round( sqrt(10) , 4 )

3.1623

Not 2.6.1 round komutu noktadan sonra en fazla 15 basamagi gosterir.

Not 2.6.2 1. SageMath biiyiik/kiiciik harfe genel olarak duyarlidir. Ornegin kok al-
mak icin kullanilan sqrt komutunun yerine Sqrt veya SQRT komutlarini kulla-
namayiz. Birkag istisnai durumdan ikisi goyle: true ile True ve false ile False
ayni iglevi goriir.

2. Bir satir1 uygun herhangi bir yerinden kesip alt satirda devam etmek i¢in "\" isare-
tini kullanabilirsiniz. Ancak bunu sayilari, metinleri ve komutlar1 bolmeden yap-
mamiz gerekir.
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2.7 Mutlak Deger, Isaret ve Tam Deger Fonksiyonu

Mutlak deger icin kullanilan komut abs; Ingilizce karsilig1 olan absolute value ifadesinin
kisaltilmig hali.

abs(-7) , abs(0) , abs(1/9)

(7, 0, 1/9)

Isaret kelimesinin Ingilizcesi sign. Latince, isaret demek olan signum kelimesinden
gelmis. SageMath isaret fonksiyonu i¢in sgn komutunu kullantyor:

sgn(-7) , sgn(0) , sgn(1/9)

(-1, 0, 1)

Tam deger fonksiyonu tam sayilart oldugu gibi birakirken tam sayr disindaki reel
sayilar i¢in, bulundugu tam say1 araliginin taban degerini verir. SageMath de tam deger
fonksiyonu i¢in taban anlamina gelen £loor komutunu kullanir:

floor(7.59)

7

Bir de tavan anlamina gelen ceiling fonksiyonu var; bu da saymin i¢inde bulundugu
tamsay1 araliinin tavan degerini veriyor. Onun icin de ceil komutunu kullaniyoruz.
Mesela:

ceil(7.59)

8

2.8 Uc Matematiksel Sabit: 7, e ve i

7 say1st i¢in pi, e say1s1 i¢in de e komutunu kullaniyoruz. Gelin bu iki irrasyonel sayinin
ilk 100 basamagim gorelim:

n(pi , digits=100)

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164\
06286208998628034825342117068

n(e , digits=100)

2.7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240766\
30353547594571382178525166427
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Kompleks (karmagik) sayilari ifade etmek i¢in kullanilan i sayisi icin i ya da I ko-
mutunu kullantyoruz. Hizli bir 6rnek:

I"2

-1
Bu tam da i sayisinin tanimi aslinda. Yani karesi —1 olan say1. Matematiksel ifade ile
i?=-1
Ornek olarak asagidaki ifadeyi hesaplayalim:

Q2 + 4i)(4 — 2i)
(-8

(2+4*I)*(4-2%I)/(I-1)"6

-2%I + 3/2

Simdi de bu {i¢ sabiti iceren agagidaki ifadeye bakalim:

e” (Ixpi)+1

0

SageMath’in verdigi bu cevap, matematigin en estetik formiillerinden biri olarak kabul
edilen asagidaki Euler Formiilii’nii bilmeyenler i¢in sasirtic1 gelebilir:

e +1=0

Bu noktada exp(a) gosteriminin e ile ayn1 sey oldugunu ve SageMath’in de bunu
bildigini belirtelim (exp komutu Tiirkgesi iistel demek olan exponential ifadesinin kisal-
tilmasiyla olusturulmus.).

exp(2)

e”2

2.9 Logaritmik islemler

Dogal logaritma, yani tabani e sayis1 olan logaritmay1 belirtmek icin 1n (Latincesi olan
logarithmus naturalis ifadesinin kisaltilmasi) ya da 1og komutunu kullaniyoruz:

’ln(e)

1
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log(e)

1
Not 2.9.1 Ulkemizde ortadgretim matematik egitiminde log deyince bayag1 (adi) loga-
ritma, yani 10 tabaninda logaritmanin anlagildigini hatirlatalim.

Herhangi bir tabanda logaritmay1 asagidaki sekilde anlatiriz. Ornegin 10 tabaninda
1000’in logaritmasi:

log(1000 , 10)

3
Asagidaki de 2 tabaninda 1024 {in logaritmast:

log(1024 , 2)

10

2 tabaninda 1025’in logaritmasinin niimerik yaklagik degeri de sOyle:

n( log(1025 , 2) )

10.0014081943928

log ve exp islemlerinin birbirlerinin ters islemi oldugunu biliyoruz. Asagidaki or-
nekler bunu destekliyor.

log(exp(7))

7

exp(log(7))

7

2.10 Trigonometrik Islemler

En yaygin islemlerden bir digeri de trigonometrik islemlerdir. Asagidaki tablo trigono-
metrik fonksiyonlarin SageMath komutlarin veriyor:

Fonksiyon Komut
Sintis  sin(x)
Kosiniis cos(x)
Tanjant tan(x)
Kotanjant cot (x)
Sekant sec(x)
Kosekant csc(x)
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Not 2.10.1 Matematiksel bir detay: Aksi belirtilmedik¢e trigonometrik ifadeler radyan
olarak alinir. Soyle ki; sin 5 denince 5 radyanlik aginin siniisiinii anlamaliyiz. Ya da bir
fonksiyon olarak verildiginde; mesela y = tan x ifadesindeki x agis1 radyan olarak ve-
rilmistir.

Birkag 6rnek:

sin(pi/2)

1

cos(pi)-cos(3.14)

-1.26827246049732e-6

Yukaridaki sonucun sifira ¢ok yakin negatif bir say1 olmasi sasirtici degil.

tan(pi/5)

sqrt (-2*sqrt(5) + 5)

csc(1).n0)

1.18839510577812

2.11 Maksimum/Minimum Deger

Bir say1 grubundaki en biiyiik (max) ve en kiiciik (min) degeri soyle buluyoruz:

max( 11/12 , 12/13 , 13/14 )

13/14

max( e"pi , piTe )

e pi

min( -3, -4 , 6, 0)

-4

min(cos(1),cos(2))

cos(2)
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2.12 Sadelestirme, Diizenleme ve Gosterim

Sik kullanilan birka¢ komut: simplify, full_simplify, expand, factor, print ve
show. Bu komutlar niimerik ve sembolik ifadeleri sadelestirmek/diizenlemek ve goster-
mek i¢in kullanilir.

Bir ifadeyi sadelestirmek icin kullanilan komutlardan biri simplify (sadelestir).
Asagida iki kullanim sekli var:

( abs(1-sqrt(2)) ).simplify()

sqrt(2) - 1

simplify( abs(1l-sqrt(2)) )

sqrt(2) - 1

simplify komutunun yetersiz kaldig1 pek ¢ok durum vardir. Daha sik kullanilan ve
cok daha etkili olan diger bir sadelestirme komutu da full_simplify ya da esdegeri
olan simplify_full. Ancak bu komut yukaridaki iki kullanim bi¢ciminden sadece ilkini
kabul eder. Ornegin

(1 + \/7)10+ (1 - ﬁ)lo

ifadesini sadelestirmek istersek:

( (1+sqrt(7))~10+(1-sqrt(7))~10 ) .full_simplify()

414976

Yukaridaki islemin sonucunu ifadeyi genisleterek de bulabiliriz. Bunun i¢in expand
(genislet) komutunu kullaniriz:

( (1+sqrt(7))~10+(1-sqrt(7))~10 ) .expand()

414976

Asal carpanlara ayirmak icin kullandigimiz factor komutu, sadece sayilar icin de-
gil, daha genel ifadeleri de carpanlara ayirmak i¢in kullanilir. Mesela, komutu asagidaki
polinoma uygulayalim:

2xT—11x0—=6xX° =23+ 11 x>+ 6x

( 2%x77 - 11*x76 - 6*x”5 - 2*%x"3 + 11*x"2 + 6*x ).factor()

(x72 + D*(2xx + D*x(x + D*(x - 1*(x - 6)*x

Bir sonucu ekrana yazdirmak i¢in print komutunu kullanabiliriz:
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print( (x73+1)/sqrt(1-x72) )

(x73 + 1)/sqrt(-x"2 + 1)

Yukaridaki ifadeyi daha acik secik bir sekilde gérmek icin de show komutu var:

show( (x73+1)/sqrt(1-x72) )

x3+1

V=x2+1

show komutu i¢in bir 6rnek daha:

show( cot(pi/16) )

V2+V2vVa+a+1

Not 2.12.1 Sadelestirme en sik kullanilan islemlerden biridir. Yukarida gordiigiimiiz
simplify ve simplify_full komutlarinin yaninda, farkli matematiksel ifadeler icin
bazi sadelestirme komutlarini da belirtmek uygun olacaktir:

Matematiksel ifade  Sadelestirme Komutu
Trigonometrik simplify_trig()
Rasyonel simplify_rational()
Faktoriyel simplify_factorial()
Logaritma simplify_log()
Reel simplify_real()
Koklii canonicalize_radical()

2.13 Degisken Tamimlama

Onceki alt boliimde x degiskeniyle yapilan islemlerden birini y degiskenini kullanarak
yapmaya ¢aligsalim:

show( (y~3+1)/sqrt(1-y~2) )

NameError: name 'y'is not defined

Evet, y’nin tanimli olmadig1 mesajin1 aliyoruz. SageMath x degiskenini otomatik bir
sekilde degisken olarak taniyorken, bagka bir degisken kullanmak istersek onu bizzat
tanitmamiz gerekir. Bu asamada, SageMath ile olan diyalogumuz biraz degisiyor. Artik
sadece sorular sormak yerine ona bilgi verip ilgili sorular sormaya basliyoruz. Simdi y
degiskenini tanimlayalim:

y = Var(llyll)
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y degiskenini tanimlamak icin su komutlardan herhangi biri de aym isi gorecektir:
y = var('y') veyavar('y') veya var("y"). Kullanilan var komutu, degisken an-
lamindaki variable kelimesinin kisaltilmast.

Ayn1 komutu simdi bir kez daha deneyip SageMath’in artik y degiskenini tanidigin
gorelim:

show( (y~3+1)/sqrt(1-y~2) )

y+1

Ayni1 anda birden fazla degisken tanimlamak i¢in asagidaki dort yontemden herhangi
birini kullanabiliriz (tirnak isareti yerine kesme isareti de kullanilabilir):

z,t,x1,x2,sayi = var("z, t, x1, x2, sayi")

z,t,x1,x2,sayi = var("z t x1 x2 sayi")

var("z, t, x1, x2, sayi")

var("z t x1 x2 sayi")

Not 2.13.1 1. Degisken isimleri bogluk icermez. Mesela, birinci eleman diye bir
degisken olusturamayiz ama birinci_eleman seklinde kullanmak miimkiin.

2. Degisken isimleri rakam ile baglayamaz. Yani x2 diye bir degisken olur ama 2x
diye bir degigken tanimlanamaz.

3. Biiyiik kiiciik harf duyarlilig1 vardir. Yani x2 ve X2 degiskenlerini SageMath farkli
degiskenler olarak algilar.

Tanimlanan bir degiskeni SageMath’in unutmasini saglamak i¢in restore komu-
tunu kullanmak yeterli. Asagida y degiskeni i¢in bunu yapiyoruz:

restore("y")

2.14 Atama Operatorii

Asagidaki ornegi inceleyelim:

a=2
at+b
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Ilk satirda a’nin 2 oldugunu soyliiyoruz, sonra da (ikinci satira ile gecerek)
a + 5 ifadesinin degerini soruyoruz. Deger atamak i¢in kullandigimiz atama operatorii
esitlik isareti (=).

Benzer bir 6rnek:

a=2
b=10
axb+1

21

Birden fazla degigkene deger atamasi yaparken asagidaki gibi daha kolay bir yontem de
kullanabiliriz:

a,b,c,d = 1,2,3,4
atb+c+d

10

Not 2.14.1 Bir degiskene deBer atayacagimiz zaman degisken sola, deger de saga yazi-
Iir: Ornegin a=7 gibi. 7=a ifadesi hata verecektir.

Not 2.14.2 Bir degiskene bir deger atandiginda, onu ayrica var komutu ile tanimlamaya
gerek kalmaz. Deger atadiktan sonra kullanilan var komutu degiskenin degerini unut-
masina sebep olur:

a=5
var("a")
a

Cok sik kullanacagimiz print ve show komutlarini hatirlayalim:

a=2
print(sqrt(a))

sqrt (2)

a=2
show(sqrt(a))

V2

Deger atamaya dair bir bagka 6rnek:
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# ucgen alane

taban = 6-sqrt(3)
yikseklik = 3+sqrt(3)
alan = taban*yikseklik/2
show(alan)

4 (5)(vE-o)

Burada, daha anlasilir bir sonug elde etmek icin sadelestirme (full_simplify) ya
da genisletme (expand) komutlarindan birini kullanabiliriz.

#iuggen alanz

taban = 6-sqrt(3)
yikseklik = 3+sqrt(3)
alan = tabanxyiikseklik/2
show(alan.expand())

3

15
2 3+7

Ayni satirda birden fazla ifade kullanmak i¢in noktali virgiil kullanilabilir. Kiigiik bir
ornek:

a=2; b=a"2; show(b~2)

16

Goriildiigii gibi degiskenlere deger atamak ¢ok kolay. Atamayi iptal etmek icin restore
komutunu kullanabiliriz. Asagida K’ya 12 degeri ataniyor, daha sonra bu atama iptal
ediliyor. K ¢agrilinca da SageMath onun tanimlanmadi§ini sdyliiyor:

K=12
restore("K")
print (K)

NameError: name 'K'is not defined

Tiim degisken atamalarini iptal etmek icin reset () komutu kullanilabilir.
Programlama konusunda yeniyseniz asagidaki ornekleri baglangicta biraz yadirga-
yabilirsiniz. Ama aligsmaniz hizli olacaktir.

a=2
a=a+l
show(a)
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Ilk satirda a igin 2 sayis1 atamiyor. Ikinci satirdaysa mevcut a degiskenine 1 eklene-
rek yeni a degeri atantyor. Son satirda da SageMath’in bize a degiskenini gostermesini
istiyoruz ve en giincel a degeri olan 3 cevabim aliyoruz.

Not 2.14.3 Yukaridaa = a+1 komutu yerine a += 1 de kullanilabilir. Sezgisel olarak
daha anlasilir oldugundan en azindan baslangi¢ 6rneklerinde ilk ifadeyi kullanacagiz.

Benzer bir 6rnek agagida:

a=10
a=a+l
a=a+l
a=a+l
print(a)

13

Asagidaki ornekte a’ya sirasiyla bazi degerler veriliyor ve dogal olarak ekrana son
alian deger yaziliyor. Ciinkii SageMath yukaridan asagiya dogru girilenleri okuyor ve
en giincellenmis bilgiyi ciddiye aliyor.

a=6

a=8
a=2.5
a=11
print(a)

11

Not 2.14.4 Deger atamaya dair 6nemli bir nokta var. Asagidaki komutlara bakalim:

pi=-100
show (pi)

—100

Neler oluyor! z sayist bir anda —100 oldu. Bunun sebebi SageMath’in bize haliha-
zirda tanimli sabitlere bagka degerler atama hakki veriyor olmasi. Bu karmasaya girme-
mek i¢in, bilinen sabitleri degigskenleriniz olarak kullanmaktan kaginin. Ornegin a, b, c,
d, e, f gibi harflere deger atanmak istendiginde matematiksel sabit olan e’ye, istenmeden
farkl bir deger atanirsa, bu durum karmasa yaratabilir. Eger boyle bir atama yaptiysaniz,
restore komutu bunu geri alacaktir. Mesela z’yi geri kazanmak i¢in restore ("pi")
komutunu kullanmak yeterli. Bir bagska yontem de reset ("pi") komutu. Biitiin degis-
ken atamalarini iptal etmek istersek reset () komutunu kullanabilecegimizi gormiistiik.
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Not 2.14.5 Bir degiskenin veri tipini type ya da parent komutlariyla 6grenebiliriz.
Asagidaki ornekte a degiskeninin tam say1 (integer) veri tipinde oldugunu goriiyoruz.

a=2
parent(a)

Integer Ring

Programlamada en yaygin veri tipleri sunlar: tam say1 (int), gergel say1 yaklasik degeri
icin kullanilan kayan-noktal1 sayilar (float), harf dizinleri (str), liste (list), demet (tuple),
sozliik (dict) ve de mantiksal tip olarak bool (bool).

2.15 Kiyaslama Operatorleri

Kiyaslama operatorleri esitlik ve esitsizliklerin dogrulugunu kontrol eder. Esit, kiiciik,
biiyiik, kiiciik esit ve biiyiik esit operatorleri olarak sirasiyla ==, <, >, <= ve >=ifadelerini
kullaniyoruz. Ayrica esit olmama durumunu ! = operatoriiyle belirtiyoruz. Birka¢ 6rnek
gorelim:

2 ==

True

False

Sadece True (dogru) ve False (vanlis) degerlerini alan ifadelere boolean ifade diyoruz.
Kiyaslama operatorleri de buna bir 6rnektir ve bool komutu kullanarak da sorgulama
yapilabilir. Bu ifade Boole Cebiri’nin kurucusu olan matematikgi, filozof ve mantik¢i
George Boole’iin isminden gelmektedir.

bool(2 != 2)

False
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Bir 6rnek daha inceleyelim:

x=4
y=5
x+2%y == 14

True

Bu son 6rnekte hem atama (=) hem de kiyaslama (==) operatorii kullandik. Yuka-
ridaki ti¢ satirin Tiirkgesi sOyle: "x dorttiir. y begtir. x + 2y on dort miidiir?". Yani True
cevabi kiyaslamay1 sorguladigimiz i¢in veriliyor.

Bazi durumlarda daha karmagik kiyaslamalar yapmak zorunda kalabiliriz. Mesela
birden fazla ifadenin hepsinin ayni anda dogru olmasi ya da en az birinin yanlig olmasi
gibi sorgulamalar. Bunun i¢in mantiksal operatorlere ihtiyac duyariz.

2.16 Mantiksal Operatorler

Programlama dillerinde akisi kontrol etmek ve kiyaslamalar yapabilmek i¢in mantiksal
operatorlere ihtiya¢ duyariz. Temel mantiksal operatorler soyle: and (ve), or (veya), not
(degil). Bir yerlerden ve, veya, degil baglaclarini, dogruluk tablosunuyada DAY =Y
gibi 6nermeleri hatirliyor olabilirsiniz (dogru i¢in D, yanlis i¢in Y, ve i¢in A semboliinii
kullandik). Bu islemleri ve daha fazlasin1 SageMath ile yapalim:

True and True

True

True and False

False

2==2 and 3==

False

2==2 or 3==4

True

a=2
a”2==4 and a~3==10

False

a=2
a“2==4 or a~3==10

True
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not 2>8

True

Biraz daha karmagik bir 6rnek:

(2 '= 4 and 2>3) or ( is_prime(13) and not 3<2)

True

2.17 Matematiksel Fonksiyon Tanimlama

Asagida f(x) = 3x — 1 fonksiyonunu tanimliyoruz:

f(x)=3*x-1

Tanimladik. Simdi bu fonksiyonu kullanalim:

£(10)

29

Fonksiyon dedigimiz sey aslinda bir kural. Mesela f(x) = 3x — 1 fonksiyonu "3
ile carp 1 ¢ikar" kuralidir. Fakat bir de yine fonksiyon adi verilen ve programlamada
kullanilan yapilar var. Aslinda onlar da daha genel kurallar zinciri ve [6.2] numarali alt
boliimiin konusu.

Ornek 2.17.1 Asagidaki fonksiyonu SageMath’te tanimlayalim:

Ay =1—=¢7M

var("t")
A(t)=1-exp(-abs(t))

Asagida, ilk olarak A fonksiyonunun #’yi neye doniistiirdiigiinii, yani fonksiyonun
kuralin1 gériiyoruz:

show(A)

t —el 4

Burada da SageMath’in bize A(¢)’yi gdstermesini istiyoruz:
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show(A(t))

_e(—lfl) + l

Ve bazi sayisal ornekler:

A(0)

0

A(1n(3/4)) .show()

1
4

A(5)

-e~(-5) + 1

A() .00

0.993262053000915

Ornek 2.17.2 Simdi de asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

h(x)=(x+2)/(x-2)

Bu fonksiyonun, kendisiyle 4 defa bileskesini, yani asagidaki ifadeyi bulalim:

h(h (h(h(h(x)))))

h(h(h(h(h(x))))).simplify_full().show()

_ 7x-58
29 x—94

Ahstirma 2.17.1 f(x)=2-— % ve g(x) =3 — %fonksiyonlarz veriliyor.

Sf(f(g(g(x)))
bileske fonksiyonunu SageMath ile hesaplayn.
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2.18 Sembolik Ifadeler

SageMath, kiyaslama operatorii (==) kullanarak yazdigimiz 1+1 == 2ifadesine hemen
True (dogru) diye cevap veriyor. Peki x+x == 2x*x ifadesi i¢in ne diyecek bakalim:
X+x == 2%x

2%x == 2%X

True ya da False gibi bir sonug elde etmedik. Bu ifadenin her x degeri icin dogru
oldugunu, yani esitligin sag ve sol taraflarinin 6zdes oldugunu biliyoruz. SageMath de
bunu biliyor. Burada, daha 6nce [2.15|numarali alt boliimde bahsetmis oldugumuz bool
komutunu kullanarak bu sorgulamayi yapabiliriz.

bool( x+x == 2*x )

True

Yerine Koyma

En yaygin islemlerden bir digeri de yerine koyma islemidir. Sayisal bir 6rnek:
S=w'-1

denkleminde w = 10 alarak .S’yi hesaplayalim:

var("w")
S = w3-1
S(w=10)

999

Yerine koyma icin iki yontem daha var. subs ve substitute (yerine koy) komutlar
asagidaki gibi kullanilabilir:

Var(llwll)
S = w'3-1
S.subs (w=10)

999

var("w")
S = w3-1
S.substitute (w=10)

999
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Birden fazla degisken i¢in benzer bir drnek:

Var("x yn)
K = 2%x + 3%y
K(x=3,y=-1)

3

Yerine koyma isleminde sembolik ifadelerle de islem yapilabilir:

var("x y a b")
ifade = 2*x74 + 3*y~3
ifade.subs(x = 1-a”2, y = a"2-b ) .expand()

2%a”8 - 5xa"6 - 9%a"4xb + 12*%a"4 + 9%a"2xb"2 - 3%b"3 - 8*a"2 + 2

Not 2.18.1 Bu noktada, f(x)=... ile f=... tanimlamalar1 arasindaki farki soyleye-
lim. Aslinda ikisi ile de yerine koyma, limit, tiirev, integral, denklem ¢6zme ve grafik
cizme iglemleri yapilabilir. Ama yine de SageMath’e gore ilki bir fonksiyon, digeri de-
gil. Ikincisine sembolik bir atama diyebiliriz. Bu farkin kendini gosterdigi bir duruma
ornek olarak asagidaki tanimlamalar1 diigiinelim:

gl(x)=7
g2=7

Simdi g1 (10) ve g2(10) komutlarini deneyin. ki bir fonksiyon (sabit fonksiyon)
oldugundan g1 (10) komutuna yanit alabiliyoruz. Ancak g2 sadece bir sabit oldugundan
g2(10) ifadesi hata vermektedir.

Adim Adim Denklem C6zmek

Bir denklemin her iki tarafin1 ayni anda, kagit kalem kullanmadan adim adim yeni is-
lemlere tabi tutabiliriz. Kiiciik bir 6rnek:

denklem = 3*x+1==6%x-5
show(denklem)
denklem=denklem-1
show(denklem)
denklem=denklem—-6%*x
show(denklem)
denklem=denklem/-3
show(denklem)

3x+1=6x-5
3x=6x—06
-3x=-6
x=2
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Notlar

Bu boliimii birkag not ile kapatiyoruz:

Not 2.18.2 Kullandigimiz SageMath yaziliminin versiyonunu version () komutuyla 6g-
renebilirsiniz:

version()

'SageMath version 9.7, Release Date: 2022-09-19'

Not 2.18.3 Bir komutu yazarken tusuna basip olasi diger komutlar1 da gorebilirsi-
niz. Bu ¢ok etkili 6zellik SageMathCell’de yok. CoCalc ve tabii ki de bilgisayarda kurulu
SageMath’te var. Ornek olarak fac yazip tusuna basin ve fac ile baslayan iki olasi
komutu goriin: factor ve factorial.

Not 2.18.4 Bir komutla ilgili yardim almanin bir yolu komutun sonuna tek ya da cift
soru igareti koymak: factor? veya factor?? gibi. Cift soru isareti daha detayl: yardim,
aciklama ve ornekler veriyor. Ancak bu belgelerin Ingilizce oldugunu belirtelim.

Not 2.18.5 Asagida daha once gordiigiimiiz bazi1 komutlarin alternatif kullanimi i¢in
birkac 6rnek var. Aslinda bu alternatif kullanimi kabul eden pek cok komut mevcut.

a=12
a.factor(), a.factorial(), a.divisors(), (a~55+5).is_prime(), a.sqrt()

(272 % 3, 479001600, [1, 2, 3, 4, 6, 12], True, 2*sqrt(3))

Bu komut alternatifinin avantaji tusu ile birlikte etkili bir kullaniminin olmasi.

Noktay1 koyduktan sonra tusuna basinca mevcut nesne i¢in olast komutlar1 gore-
biliyoruz.
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Boliim 3

Grafik 1

Bu boliimde temel grafik iglemlerini inceleyecegiz. Asil odagimiz plot komutu ve bu
komut i¢in yaygin kullanilan segenekler olacaktir. Daha ileri diizey grafik islemleri [3]
numarali boliimde.

3.1 plot Komutu ile ilk Grafik

Hizli bir giris yapalim ve y = x? fonksiyonunun grafigini cizdirelim:

’ plot(x~2)

0.5 1

Yukarida SageMath otomatik olarak, grafigini ¢izdirecegimiz fonksiyonun x’e bagli ol-
dugunu ve x araliginin (—1, 1) oldugunu varsayiyor. Siz de benzer drneklerle bunu de-
neyebilirsiniz. Simdi plot komutunun bazi yaygin kullanilan segeneklerini inceleyelim.

Not 3.1.1 x’ten farkli bir deSisken kullanmak istersek, bunu var komutuyla tanimlama-
miz gerekir. Ornegin:
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var("t")
plot(t~2)

3.2 Grafik Araliklar

Mesela yukaridaki fonksiyonun grafigini (0, 2) aralifinda ¢izdirelim. Bunun i¢in asagi-
dakilerden herhangi biri kullanilabilir.

plot( x"2 , 0, 2)

plot( x~2, (0,2) )

plot( x°2, (x,0,2) )

4.0

3.5

3.0 4

2.59

2.04

154

1.0+

0.5

T T T T
0.5 10 15 2.0

Goriildiigi tizere bir y = f(x) fonksiyonu i¢in x araligin istedigimiz gibi giriyo-
ruz, SageMath de bu araliga karsilik gelen y degerlerini gostermeye ¢alisiyor. Ama bazi
durumlarda y degerleri ¢ok kiigiik ya da ¢ok biiyiik, grafigin detaylar1 ise anlagilmaktan
cok uzak olabilir. Ornegin

y=+Dx*-1)

fonksiyonunu (-3, 3) araliginda ¢izdirelim:

plot( (x"5+1)*(x"2-1), (x,-3,3) )
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Yukaridaki grafikte y araligina bir sinirlama koymadigimizdan, —2000 ile 2000 gibi sa-
yilar arasinda bir goriintii elde ettik. Bu sekilde, fonksiyonun kok degerlerine yakin bol-
gelerindeki davranigini anlamak olanaksiz. Asagida y araligin sinirladigimizda ¢ok daha
anlagilir bir grafik elde ediyoruz.

plot( (x"5+1)*(x"2-1), (x,-3,3), ymax=5 , ymin=-5 )

—2 4

—4

Not 3.2.1 Yatay eksen aralig1 i¢in de aralik vermek yerine xmin=-3 ve xmax=3 komut-
lar1 kullanilabilir.

Benzer bir 6rnek daha: y = )—1( fonksiyonunu (0, 2) araliginda ¢izdirelim:

plot(1/x, (x,0,2) )
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Yukaridaki bu anlagilmaz grafigi elde etmemizin sebebi, fonksiyonun x = 0’a yakin
pozitif degerlerine karsilik ¢ok biiyiik degerler aliyor olmasidir. Kimse boyle bir grafik
gormek istemez. Asagida en biiyiik y degerini 3 olarak sinirladigimizda ¢ok daha agik
bir grafik elde ediyoruz.

plot(1/x, (x,0,2), ymax=3 )

3.0 9

2.5

2.0
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Elde ettigimiz bu grafik daha anlasilir olsa da en ve boy 6l¢eklendirmelerinin farkla
oldugunu goriiyoruz. Bunu, SageMath otomatik olarak anlasilir bir oran olarak dneriyor.
Ama bazi durumlarda grafigi 1:1 orantyla ya da farkli oranlarda gormek isteyebiliriz.
Bunu nasil yapacagimiz asagidaki alt boliimde veriliyor:

3.3 Boy/En Oram

Boy/en oranin1 kendimiz girmek istersek aspect_ratio komutunu agsagidaki gibi kul-
lanabiliriz:

plot(1/x, (x,0,2), ymax=3, aspect_ratio=1 )
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Yukaridaki ornekte boy/en orani 1 olarak se¢ilmistir. 1 yerine 1’den kiigiik ve biiyiik
pozitif sayilar yazarak bu iki farkli durumu gozlemleyebilirsiniz.

3.4 Eksenler ve Cerceve

Bazi durumlarda eksenleri (axes) ve/veya cergeveyi (frame) gostermek veya gizlemek
isteyebilirsiniz. Asagidaki 6rnekler ilgili komutlarla verilmistir. Anlasilacagi tizere gos-
termek i¢in True, gizlemek i¢in False kullaniyoruz.

plot(x~2, (x,-1,2), axes=False )

plot(x~2, (x,-1,2), axes=False, frame=True )
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3.5 Grafik Bashg

Simdi de yukaridaki grafige bir baslik ekleyelim:

plot(x~2, (x,-1,2), axes=False, frame=True, title="Parabol" )

Parabol

4.0

3.5 4

3.0 1

2.5 4

2.04

3.6 Eksenleri Etiketleme

Grafiklere eksen etiketi eklemek istersek bunu axes_labels komutuyla yapabiliriz.
Asagidaki ornekte x ve y eksen etiketleriyle y = sin x fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Matematiksel IATX ifadesini iki dolar isareti ($) arasina yazdigimiza dikkat edin.

plot( sin(x) , (x,-3+%pi,3*pi), axes_labels=["$x$","$y$"] )
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3.7 Grafik Boyutu

Grafik boyutunu figure size ifadesinin kisaltilmig hali olan figsize komutu ile giriyo-
ruz. Asagidaki komutta grafik boyutuyla oynayip SageMath’in bu sayilardan ne anladi-
gin1 kendiniz kegfedebilirsiniz.

plot( x72, figsize=7 )

3.8 Renk Secenekleri

SageMath renk yonetimi konusunda oldukg¢a tatmin edici. Kirmiz1 (red), mavi (blue),
sar1 (yellow), yesil (green), turuncu (orange) gibi yaygin olarak kullanilan renkleri sa-
dece renklerin isimlerini tirnak icinde girerek cok kolay bir sekilde grafige atayabiliriz.
Ornegin:

plot( log(1i+x), color="red" )
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RGB (red, green, blue) renk modelinde, bu ii¢ rengin her biri i¢in 256 (0’dan 255’¢)
farkli deger vardir ve bunlarin her birinin farkli secimi farkli bir renk vereceginden, top-
lamda 256 x 256 x 256 = 16,777,216 farkli renk elde edilebilir. Tabii ki her renge ait
bir isim olmadigindan baz1 renkleri sayilarla ifade etmek akillica olacaktir. SageMath R,
G ve B degerleri i¢in [0,1] araliinda sayilar kullanarak renkleri olusturur. Sifir degeri
o rengin hi¢ olmamasi, 1 degeri ise tam olmasi demektir. Mesela tam bir kirmizi elde
etmek i¢in, RGB degerlerini (1, 0, 0) olarak se¢meliyiz. Boylece R tam olacak, G ve B
hi¢ olmayacak.

Yukaridaki grafigi elde etmenin bir baska yontemi asagidaki satir. Kirmizi rengini
"red" seklinde degil de, (1, 0, 0) ifadesi ile tanimliyoruz:

plot( log(1+x), color=(1,0,0) )

Ara degerleri kullanarak karisim denemeleri yapabilirsiniz. Ancak unutmamak ge-
rekir ki bunlar pigment degil, optik renkler. Yani yagh boyada oldugu gibi karigim so-
nuclar1 beklemeyin. Pigment ve optik renkler ana ve ara renkleri de dahil olmak iizere
oldukca farkl1 yap1 ve isleyisteler. Konumuzun disina cikmadan devam edelim. Isterseniz
Renk Teorisi lizerine daha fazla bilgi i¢in bir Google aramasi yapabilirsiniz.

Asagidaki ornekte RGB degerlerini (0.7, 0.15, 0.5) seklinde se¢iyoruz:

plot( sin(1/x), (x,0,5) , color=(.7,.15,.5) )
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0.5

RGB renk modeli ¢ok fazla segenek sunsa da uygun renk aramak ¢ok da kolay ol-
mayacaktir. Bunun icin SageMath bize daha kisitl sayida ama kullanigl bazi 6n taniml
renkler oneriyor. Asagidaki gibi colors komutunu calistirinca renk ismi ve RGB ko-
duyla birlikte uzunca bir renk listesi goreceksiniz.

colors

Sadece renk isimlerinin listesini gormek igin:

sorted(colors)

Asagidaki iki 6rnekte renk listesinden secilen iki farkli renk ismi kullamldu. Isterse-
niz RGB kodunu da kullanabilirsiniz.

plot( sin(100%*x), color="seagreen" )

T T
-1 —0.5 5 .0

plot( sin(100%*x), color="steelblue" )
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Not 3.8.1 Bir diger renk modeli de HSV, yani Hue-Saturation-Value (Ton-Doygunluk-
Deger). Bu modeli grafik segeneklerinde color yerine hue yazarak ve benzer sekilde
[0, 1] araliginda ti¢liiler alarak test edebilirsiniz. Bazi durumlarda bu modelin kontrolii
RGB modelinden daha kolay. Asagidaki gibi denemeler yapabilirsiniz.

plot( sin(100*x), hue=(.1,.6,.8) )

3.9 Cizgi Stili

Grafiklerde 1inestyle komutu kullanilarak farkli ¢izgi stilleri segilebilir.

plot( x*exp(-x), (x,0,6), linestyle = ":" )

0.35 1
031
0.25 1
0.2 _f:
o1s]}
ul—f

0.05 §;

Yukaridaki " : " (iki nokta) ifadesi grafigi nokta nokta cizdiriyor. Onun yerine "-."
(bir tire, bir nokta) ya da "--" (cift tire) ifadelerini koyarak farkl: stiller gorebilirsiniz.
Varsayilan stil, yani normal ¢izgi stili i¢in sunu kullantyoruz: "-" (tire).
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3.10 Cizgi Kalinhgi

Cizgi kalinli§1 thickness (kalinlik) komutuyla agagidaki gibi belirtilir:

plot( xxexp(-x), (x,0,6), thickness=10 )

Not 3.10.1 Pek ¢ok komut i¢in kullandigimiz alternatif yapiy1 burada plot komutu igin
de kullanabiliriz. Asagidaki iki kod ayn1 islevi gérmektedir:

f=x*exp(-x)

plot( £ , (x,0,6), linestyle = ":", thickness=10 , color="green" )
f=x*exp(-x)

f.plot( (x,0,6), linestyle = ":", thickness=10 , color="green" )

3.11 Grafik Katmanlar

En fazla ihtiya¢ duyulan durumlardan biri de birden fazla grafigi ayni koordinat siste-
minde gormektir. Asagida birkag agiklayici ornek verilmigtir:

plot( [ sin(x) , cos(x) 1 , (x,0,10) )
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plot( [ sqrt(x) , x , x°2 1 , (x,0,2) , ymax=2, aspect_ratio=1 )

1.5 A

0.5 4

0.5 1 1.5 2

[2.14.3]numarali notta belirtilen += komutunun kullanim grafikler i¢in de gegerlidir.
Yani asagida kullanildigi gibi, mevcut grafik degiskenine yeni grafik ekleyerek giincel-
leme yapabiliyoruz.

grafik = plot( sqrt(x), (x,0,2), color="black", thickness= 3, linestyle=

n:n)

grafik += plot( x, (x,0,2), color= "black" , thickness=3 ,linestyle=
“—JQ

grafik += plot( x”2 , (x,0,2), color= "black" , thickness=3 , linestyle

= n__n)

show( grafik, ymax=2 , aspect_ratio=1)
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Grafik katmanlarinin hangi sirayla iist iiste geleceklerini zorder komutuyla belirtiyoruz.
Kullanilan sayinin biiyiik olmasi iistte olmasiyla 6zdeslestirilmis. Asagidaki drnekte 20,
15, 10 siras1 kullanilarak en iistte grafiki, ortada grafik?2, en altta da grafik3 gos-
teriliyor:

grafikl= plot( sin(x), (x,0,2*pi),color="orange",thickness=10, zorder=20)
grafik2= plot( cos(x), (x,0,2*pi),color="green", thickness=10, zorder=15)
grafik3= plot( 1/3, (x,0,2*pi),color="gray", thickness=10, zorder=10)
show( grafikl + grafik2 + grafik3 )

10

-1.0

Asagidaki ornekte de grafik2 en iistte, grafik3 ortada ve grafikl en altta go-
riintiileniyor:
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grafikl= plot( sin(x), (x,0,2*pi),color="orange",thickness=10, zorder=6)
grafik2= plot( cos(x) , (x,0,2%pi),color="green", thickness=10, zorder=8)
grafik3= plot( 1/3 , (x,0,2%pi),color="gray", thickness=10, zorder=7)
show( grafikl + grafik2 + grafik3 )

Goriildiigu tizere, zorder komutuna atanan sayinin ka¢ oldugu degil, digerleriyle
biiyiikliik kiyas1 onemlidir. Biiyiikten kiiciige giden zorder sayilarina karsilik yukaridan
asagiya giden grafik katmanlar1 gelmektedir.

3.12 Gosterge Ekleme

Birden fazla grafik 6gesinin oldugu durumlarda, gosterge kullanmak genellikle acikla-
yict olur. Bunun i¢in legend_label komutunu grafik listesiyle ayni sirada olacak se-
kilde yine bir liste olarak giriyoruz.

plot( [ sqrt(x) , x , x°2 ] , (x,0,2) , ymax=2, thickness=3,
aspect_ratio=1 , legend_label=[ r"$\sqrt{x}$", "$x$" , "$x"2$" 1 )




3.13. Izgara Cizgileri 45

3.13 Izgara Cizgileri

Grafige 1zgara (grid) cizgileri eklemek i¢in gridlines komutunu kullaniyoruz. Asagi-
daki ornekleri inceleyelim:

plot( x*exp(-x*sin(x)), (x,-3,3), gridlines=True )

Daha sik aralikli 1zgara ¢izgileri i¢in:

plot( x*exp(-x*sin(x)), (x,-3,3), gridlines="minor" )
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Eger 1zgara ¢izgisinin sadece belli degerlerde goriinmesini istiyorsaniz:

plot( x*exp(-x*sin(x)), (x,-3,3), gridlines=[ [1,1.2],[-1,0,1] ] )

Bu durumda, 1zgara cizgileri yatay eksen icin sadece 1 ve 1.2 noktalarindan, dikey
eksen icin de —1, O ve 1 noktalarindan gecgecektir.

3.14 Grafik Bolgesini Tarama

Bir grafigin yatay eksen ile arasinda kalan bolgeyi taramak icin seceneklere £il1=True
ifadesini eklemek yeterlidir:

‘plot( sin(x), (x, 0, 2*pi), fill=True)

1.0

0.5

~1.0 1

Dolgu rengini fillcolor komutu ile belirleyebilirsiniz. Asagidaki kod satirini ¢a-
Listirtp fonksiyonun siyaha, dolgu rengininse yesile boyandigini goriiniiz:

plot( sin(x), (x, 0, 2#pi), fill=True, color="black", fillcolor="green")




Bolim 4

Temel Kavramlar 11

[Zlnumaral1 béliimiin devami niteliginde olan bu boliimde SageMath ve matematigin daha
ileri diizey kavramlan verilecektir.

4.1 Harf Dizinleri

Programlamada, metin de diyebilecegimiz harf dizinleri (string) sik sik kullanilsa da
bizim odaklanacagimiz sadece birka¢ durum olacak. Bunlar1 dérneklerle gorelim:

Bir metni ekrana yazdirmak icin, print ve show komutlarin1 kullanabiliriz. flgili
metni iki kesme isareti ya da tirnak isareti arasia aliyoruz. Ornegin:

print ("SageMath ile Matematik")

SageMath ile Matematik

show("SageMath ile Matematik")

SageMath ile Matematik

Metin i¢inde kesme veya tirnak isaretleri kullanilacaksa, hemen oncesinde kacis ka-
rakteri (ters egik cizgi) kullanabiliriz:

show("Mozart\’in \"Figaro\’nun Digiini\" operasinin ilk gésterimi
1786\ ’daymis.")

Mozart’in "Figaro’nun Digini" operasinin ilk gdésterimi 1786’daymisg.

Simdi de, metin ve degisken igeren bir ciimleyi ekrana yazdiralim. Bunun icin iki
yontem gorecegiz. Biri £"..." komutunu kullanip degiskenleri kiime parantezine al-
mak:
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isim= "Hamit"

meyve= "ayva"

kilo= 2

print(£"{isim} pazardan {kilo} kilo {meyve} aldi.")

Hamit pazardan 2 kilo ayva aldi.

Diger yontem de metinleri tirnak i¢inde yazip metin ve degiskenleri virgiil ile ayirmak:

isim= "Hamit"

meyve= "ayva"

kilo= 2

print(isim,"pazardan",kilo,"kilo" ,meyve,"ald1.")

Hamit pazardan 2 kilo ayva aldi.

Metin, matematiksel ifade ve de degiskeni ayni1 ¢iktida gérmek isteyecegimiz du-
rumlarda I&TEX ifadesini LatexExpr (r". .. ") komutu ile gosterebiliriz.

x=sqrt(2)
show( LatexExpr(r"x="),x," ise,",LatexExpr(r"\ x~2="),x"2,"\’dir." )

X = \/5 ise, x2 =2’dir.

4.2 Liste

Sonlu ve sirali elemanlar topluluguna liste diyoruz. Listede elemanlar birden ¢ok sayida
kullamlabilir. Bir liste tanimlayalim:

L = [1,4,2,-5,0,127,0,11,127,5]

Goriildiigii tizere, listeleri olustururken koseli parantez kullantyoruz. flk olarak bu liste-
nin uzunlugunu bulalim. Uzunluktan kastimiz ka¢ elemana sahip oldugudur:

len(L)

10

Listemizde 10 eleman varmis. Kullanilan komut Ingilizcede uzunluk anlamina gelen
length kelimesinin ilk ti¢ harfi.

SageMath indisleme yaparken 0’dan baslar. Yani listedeki ilk elemanin ne oldugunu
soracak olursak, asagidaki komutu yazmamiz gerekir:

L[0]
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Simdi de indisi 3 olan elemandan (dahil), indisi 6 olan elemana (haric) kadar olanlar
listeleyelim:

L[3:6]

[-5, 0, 127]

Listelerde ¢ok etkili bir adresleme de negatif sayilarla yapiliyor. Liste sonundaki ele-
man L[-1] ile cagriliyor.

L[-1]

5

Benzer sekilde L[-2], L[-3] gibi komutlari denemek size kalsin.
Simdi de listenin sonuna 55 sayisini ekleyelim. Bunun i¢in eklemek, ek yapmak an-
lamina gelen append komutunu kullaniyoruz. Asagidaki gibi:

L.append(55)
L

[1, 4, 2, -5, 0, 127, 0, 11, 127, 5, 55]

Diyelim ki L listesinden bastan dordiincii eleman olan —5 sayisini ¢ikarip yerine 100
yazmak istiyoruz. Bunun i¢in —5’in indisi olan 3 sayisin1 kullaniyor ve asagidaki gibi
degisikligi yapiyoruz:

L[3]=100
L

[1, 4, 2, 100, O, 127, O, 11, 127, 5, 55]

Eger arada bir yerlere yeni bir eleman eklemek istersek arasina koymak, eklemek anla-
mindaki insert komutunu asagidaki gibi kullanabiliriz:

L.insert(1,13)
L

[1, 13, 4, 2, 100, O, 127, O, 11, 127, 5, 55]

Listedeki 4 indisli eleman silmek icin del komutu (silmek anlamindaki delete kelime-
sinin kisaltilmig hali) kullanilabilir:

del L[4]
L

[1, 13, 4, 2, 0, 127, 0, 11, 127, 5, 55]

Simdi de birden fazla listeyi nasil birlestirebilecegimizi gorelim. Bunun i¢in, dnce
yeni bir liste tanimlayalim:
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K=["abc","klm",3,4,5]

Asagidaki komut iki listeyi verilen sirayla birlestiriyor.

L+K

[1, 13, 4, 2, 0, 127, 0, 11, 127, 5, 55, "abc" , "klm" , 3, 4, 5]

Asagida sik kullanilan bazi listeleri pratik bir sekilde nasil elde edebilecegimizi go-
rilyoruz. Ornegin 0’dan 7’ye kadar olan sayilari sirasiyla eleman kabul eden bir liste
tanimlayalim:

M=list(range(8))
M

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

Burada, range komutu 0’dan baglayarak ilk 8 tam sayiyla liste olusturuyor. Komutun
buradaki kelime anlami, menzil, sira ya da dizmek. 1ist komutunu kullanarak da listele
demek istiyoruz.

Asagida elemanlar1 6’dan (dahil) 66’ya (haric¢) kadar sirastyla 10’ar 10’ar sayarak
elde edilen bir liste var:

list(range( 6,66,10 ))

[6, 16, 26, 36, 46, 56]

Elemanlar1 6’dan (dahil) 13’e (hari¢) kadar 1.6’lik ondalik adimlarla elde edilen lis-
teyi de asagidaki gibi srange komutuyla elde edebiliriz:

list(srange(6,13,1.6))

[6.00000000000000,
7.60000000000000,
9.20000000000000,
10.8000000000000,
12.4000000000000]

Sik kullanilan pratik bir liste elde etme yontemi de soyle: Diyelim ki 3 ve 7 de dahil
olmak tizere, 3’ten 7’ye kadar olan tam sayilar1 sirasiyla eleman kabul eden bir liste
olusturmak istiyoruz:

[3..7]

[3, 4, 5, 6, 7]

Heniiz for dongiisiinii (6.4 numarali alt boliim) gormemis olsak da, ¢ok temel bir
liste liretme yonteminde kullanildig1 i¢in burada ona deginmek uygun olacaktir. Ornegin
asagidaki kod 1’den 5’e kadar olan sayilarin karelerini iceren bir liste iiretecektir:
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[ i"2 for i in [1..5] ]

[1, 4, 9, 16, 25]

Son olarak kelime anlami fermuar olan zip komutunu gorelim:

x=[1..10]
y=[101. .110]

list(zip(x,y))

[(1, 101),
(2, 102),
(3, 103),
(4, 104),
(5, 105),
(6, 106),
(7, 107),
(8, 108),
(9, 109),
(10, 110)]

Liste sayis1 sadece iki olunca bir fermuar yapis1 olugsa da ikiden fazla liste i¢in de ayn1
komut kullanilabiliyor. Ugiincii bir z listesi tamimlayip 1ist (zip(x,y,z)) komutunu
deneyebilirsiniz.

Not 4.2.1 (Demet) Listeye ¢ok benzer bir baska yap1 da demet (tuple) dedigimiz veri
yapisi. Parantez sekli listelerde kullandigimizdan farkli olarak, normal parantez: A =
(1,2,3,4) gibi. Demetler immutable yani degigmez veri yapisi olarak bilinir. Listelerde
Ozgiirce yaptigimiz, drnegin terim ekleme (append) gibi degistirme islemleri demetlerde
yapilamaz. Demet olarak olusturulabilecek matematiksel yapilardan biri vektordiir.

4.3 Esitlik Cozmek

Esitlik ¢cozmek i¢in solve (yani, ¢dz) komutunu nasil kullandigimizi agsagidaki dornekte
gorebilirsiniz:

solve(2*x+1 == 7 , x )
[x == 3]
Goriildiigu gibi, esitligi "=="komutunu kullanarak yaziyoruz ve bu esitligi x degis-

kenine gore ¢ozmek istedigimizi belirtiyoruz.
Benzer bir 6rnek:

solve( x"2+3*x-5==0, x )
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[x == -1/2*%sqrt(29) - 3/2, x == 1/2*sqrt(29) - 3/2]

Yukaridaki denklemin ¢oziimiinii daha agik bir sekilde gormek istersek, ¢oziimii bir de-
giskene atayip show komutunu kullanabiliriz:

cozum = solve( x"2+3*x-5==0, x )
show (cozum)

—_1 _3 .1 _3
[x— Lv29 -2 =129 2]

Elde Edilen Coziimii Kullanmak

Yukarida elde ettigimiz ¢oziimlerin bir liste olarak verildigini goriiyoruz. Boylece bu
¢Oziimler gerektigi yerde liste islemleriyle kullanilabilir.

cozum [0]

x == -1/2xsqrt(29) - 3/2

cozum[1]

x == 1/2%sqrt(29) - 3/2

Diyelim ki yukarida elde ettigimiz kokleri asagidaki G' fonksiyonu icin kullanmak
istiyoruz.
Gx)=x*+2x3—15x2 - 16x +36

G(x) = x4 + 2*x73 - 15xx72 - 16%x + 36
G(x) .subs( cozum[0] ).simplify_full()

1

G(x) = x74 + 2xx"3 - 15xx72 - 16%x + 36
G(x) .subs( cozum[1] ).simplify_full()

1

Not 4.3.1 (Denklemin Solu ve Sag1) Bir denklemin solundaki ya da sagindaki ifadeyi
sirasiyla 1hs (left hand side) ve rhs (right hand side) komutlariyla belirtebiliriz.

denklem= x~2==T7*x
show( denklem.lhs() )
show( denklem.rhs() )
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x2

Tx
Ornek 4.3.1 Bu defa biraz daha sembolik bir sekilde, denklem cozmeye devam edelim.
2a + be? = 100

denklemini sirasiyla a, b ve c’ye gore ¢ozelim (yani yukaridaki denklemde sirasiyla a, b
ve c’yi ¢ekelim demek istiyoruz). Tabii dncelikle degiskenleri var komutu ile tanimla-
maliy1z:

var(" abc ")

cozum_a=solve( 2*a+b*c~2==100,a )
cozum_b=solve( 2*a+b*xc~2==100,b )
cozum_c=solve( 2*a+b*xc~2==100,c )

Simdi de ¢6zlimleri show komutunu kullanarak gorelim:

show(cozum_a)

[a = —% be? + 50]

show (cozum_b)

[b _ _2(a—50)]

2

show(cozum_c)

2a 100 2a 100
[C—— _T+T’C_\/_T+T]

Alistirma 4.3.1 (ikinci Dereceden Denklemin Kokleri) Asagidaki ikinci dereceden denk-
lemin koklerini veren formiilii SageMath kullanarak bulun:

ax* +bx+c=0

Not 4.3.2 Uciincii ve dordiincii dereceden polinom denklemleri yazip ¢ozmeyi dene-
yebilirsiniz. Hatta formiillerini benzer sekilde bulabilirsiniz. Ama besinci ya da daha
yiiksek dereceler i¢in o kadar sansh olmayabilirsiniz. Ciinkii o tip denklemler i¢in genel
bir formiil yok; sadece bazi 6zel durumlar icin ¢oztimler var. Tabii niimerik yaklagimla
oldukga etkili sonuglar bulabiliyoruz. Bunu[4.5|numarali alt boliimde gorecegiz.
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Denklem Sistemi

Simdi de basit iki ornekle, birden fazla denklemin (yani denklem sisteminin) ortak ¢o-
ziimiinii nasil bulabilecegimizi gorelim:

var ( ||y|l )
cozum=solve( [x"2==2*y , x == y+1 1, [x,y] )
show (cozum)

[lx=(=i+1).y=(=Dl.Ix=G+1).y=ill

var("y")
cozum=solve( [ 2*%x72+3%y~2==5 , 2*x+3*y==2 ] , [x,y] )
show (cozum)

__3 21 2] o2 2 1 2
Hx— 2 V1442 y=1 l4+5],[x—10 4+ 2y=-1 14+5]]

Not 4.3.3 solve komutu ¢oziimii kusursuz vermeye ¢alisir. Eger denklem(ler) dogrusal
ise SageMath bize her zaman tam sonucu verecektir. C6ziim olmadig1 durumda ise ¢o-
ziimiin olmadigin1 sdyleyecektir numarali alt boliim). Dogrusal olmayan denklem
ya da denklem sistemlerinin tam ¢oziimlerine matematiksel yazilimlar pek cok durumda
yanit veremez; ancak uygun sartlarda niimerik yamtlar verebilirler (#.5]numarali alt bo-
liim). Bu yetersiz olma durumu yazilimlardan ¢ok, matematigin dogasiyla ilgilidir.

4.4 Esitsizlik Cozmek

Esitsizlikler de benzer sekilde solve komutuyla ¢oziiliiyor:

solve( -x < 8, x )

[[x > -8]]

Asagida x > i esitsizligini ¢oziiyoruz:

solve( x >= 1/x, x )

[[x > -1, x < 0], [x >= 1]]

Yani ¢oziim su sekilde: [-1,0) U [1, o0)

4.5 Niimerik Olarak Kok Bulma

Bu alt bolimde solve komutunun yetersiz kaldigi durumlar i¢in niimerik yolla kdk
bulma yontemine odaklanacagiz. Ornegin asagidaki denklemi ¢cozmeye calisalim:

2
x=e*¥
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solve( x==exp(-x~2), x )

[x == e”(-x"2)]

SageMath, denklemi oldugu gibi birakti. Bu durumda kokiin niimerik yaklagik de-
gerini bulmak isteyebiliriz. Bunun i¢in £ind_root (yani, k6k bul) komutunu kullaniriz.
Ancak kok icin, icinde bulundugunu diisiindiigiimiiz uygun bir tahmini aralik girmemiz
gerekir. Acik bir sekilde yukaridaki denklemin kokleri y = x ve y = e fonksiyonlari-
nin grafiklerinin kesistigi noktalarin apsisleri, yani x degerleridir. Asagidaki kod ile iki
grafigi ayn1 koordinat sisteminde (-2, 2) araliginda ¢izdirin ve kesisim noktasini goriin.

plot( [exp(-x~2) , x 1, (x,-2,2) )

Kok i¢in aralik 6nerisi olarak 6rnegin (0, 2) alinabilir.

find_root (x==exp(-x~2), 0,2)

0.6529186404191585

Unutmayalim ki bu sonug sadece yaklagsik bir deger olmakla birlikte, girilen aralikta
ancak kok oldugu durumda yanit alabilecegiz. Ayrica birden fazla kokiin oldugu aralik-
larda SageMath sadece bir kok verecektir. Yani araliklar biraz dikkatli segmeliyiz.

Benzer ve biraz daha detayl bir 6rnegi[8.4|numaral alt boliimde bulabilirsiniz.

Asagida daha karmagik denklemlerin koklerini yaklasik olarak buluyoruz. Bu asa-
mada, denklemlerin sol ve sag taraflarinin grafiklerini ayni koordinat sisteminde ¢izdir-
mek, uygun aralik se¢imi i¢in etkili olacaktir.

find_root( sin(x+1) == x , -2 , 2 )

0.9345632107520242

find_root( x*log(x) 1,1, 2)

1.7632228343518965

Ahstirma 4.5.1 Asagidaki denklemin tiim reel koklerinin, miimkiinse tam sonuglarini,
degilse yaklagik degerlerini bulun:
1-(1-x)(2-x*)(3-x%)=0

Ahstirma 4.5.2 7 ile 2z arasinda cos x = % denklemini saglayan tiim x ¢oziimlerinin
yaklagsik degerini bulun.
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4.6 Varsayim Ekleme

Bazen belli varsayimlar altinda islemlerimizi yapmak isteyebiliriz; 6rnegin x sayisinin
negatif oldugunu varsaymak gibi. Bunu assume (yani varsay) komutuyla yapryoruz. Bir
ornek verelim:

assume (x<0)
solve(x"2==4,%x)

[x == -2]

Girilen bir varsayimi SageMath’in unutmasi i¢in forget (Tiirkcesi unut) komutunu kul-
laniyoruz:

forget (x<0)
solve(x~2==4,x)

[x == -2, x == 2]
4.7 Kiime

Kiimeler, listelerden farkli olarak eleman tekrarinin ve siranin 6nemsiz oldugu yapilar.
Asagida bir A kiimesi tanimliyoruz. Kiime olusturmak icin kiime parantezi kullandigi-
miza dikkat edin.

A={8,8,8,1,2,3,4}
A

{1, 2, 3, 4, 8}

Goriildiigii iizere ii¢ tane 8 kullanmamiza ragmen, SageMath bunlardan sadece birini
alip elemanlar1 kendine uygun bir siraya koyuyor. Burada siranin bir dneminin olmadi-
&1 biliyoruz tabii ki.

Asagidaki kiime say1 ve metin igeriyor:

B = {"biI‘","iki", 3 s "dort" }
B

{3, ’bir’, ’dért’, ’iki’}

En yaygin kiime islemlerinden birlesim, kesisim, fark ve simetrik fark islemleri, sira-
stylaunion(), intersection(), difference() ve symmetric_difference() ko-
mutlartyla yapiliyor:

A={2,4,6,8,10%}
B={1,2,3,4,8,12}
A.union(B), A.intersection(B), A.difference(B), A.symmetric_difference(B)
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{1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12}, {2, 4, 8}, {6, 10}, {1, 3, 6, 10, 12})

Bir A kiimesinin biitiin alt kiimelerini gérmek i¢in 1ist (subsets(A)) komutunu
kullanmak yeterli.

D={Ilall s np" s IICII}
list(subsets(D))

(a, rve’l1, a’1, [’v’, ’a’], [c’1, [’b’, ’c’], [’a’, ’c’]l, Db, ’a’,
e :l ]
Son olarak, bir listeyi bir kiimeye nasil doniistiirebilecegimizi gorelim. Buradaki ka-
sit, tekrarlanan elemanlardan sadece bir tane olacak sekilde, listenin elemanlarim kulla-
narak siranin onemli olmadig1 bir yap1 elde etmek.

G = [3,3,4,-3,1,-3]
H = set(G)
H

{-3, 1, 3, 4}

Not 4.7.1 Yukarida bir liste olan G ve bir kiime olan H i¢in G[1] ve H[1] komutlarin
deneyin. G[1] komutu listenin indisi 1 olan elemanin1 veriyorken, H[1] komutunun bir
anlaminin olmadig: agiktir.

4.8 Kombinasyon ve Permiitasyon

Kombinasyon "kag farkli se¢cim" sorusuyla ilgilenir. Asagidaki formiil »’nin r’li kombi-

nasyonunu verir:
n!
Cnr)y= ——
(n,7) rli(n—r)!

Kombinasyonu binomial komutu ile asagidaki gibi hesaplayabiliriz:

binomial(10,3)

120

Permiitasyon ise "kag farkli siralama" sorusuna yanit verir. #’nin ’li permiitasyonu
asagidaki formiille hesaplanir:

n!

P(n,r) = Y

Yukaridaki iki formiilden
P(n,r)y=C(n,r)r!

oldugu aciktir. Ornegin 10’un 3’lii permiitasyonu asagidaki gibi hesaplanabilir:
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binomial (10,3)*factorial(3)

720

Not 4.8.1 Daha pratik olabilecek baska bir yontem de kombinasyon igin comb, permii-
tasyon i¢in de perm fonksiyonlarini aralarina virgiil koyarak asagidaki gibi ¢cagirmakla
miimkiin.

from math import comb, perm

Tamamdir. Simdi comb ve perm komutlarini 6zgiirce kullanabiliriz.

comb(10,3)

120

perm(10,3)

720

4.9 '"Rastgele' Secim

Bu alt boliimde belli bir kiimeden rastgele eleman nasil secebilecegimizi ¢esitli durumlar
icin inceleyecegiz.

[0, 1) Arahg

[0, 1) araligindan rastgele bir ondalik say1 (aslinda kayan-noktali say1) segmek i¢in random ()
komutunu kullaniyoruz.

random()

0.6279331104946685

Tam Say1 Secimi

Bir araliktan rastgele tam say1 segmek i¢in randint komutunu kullantyoruz. Asagida
{1,2,3,...,9, 10} kiimesinden rastgele bir se¢im yapiliyor. 1 ve 10 sayilarinin da se¢im
icin dahil edildiklerini vurgulayalim.

randint (1,10)

8
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Ondalik Say1 Se¢imi

12 ile 18 arasindan rastgele bir ondalik say1 (aslinda kayan-noktali say1) se¢mek i¢in
asagidaki yontem kullanilabilir:

12+6*random ()

14.347287715005278

Yukarida 6*random () ifadesi 0-6 aralifinda ondalik sayilar iiretir (6 iki sayinin farkin-
dan elde edildi). Bu se¢imi 12 sayisina ekleyerek 12-18 araliginda bir say1 liretiyoruz.

Sonlu Bir Kiimeden Rastgele Secim

Son olarak, verilen bir listeden rastgele bir se¢cim yapalim. Bunun i¢in choice komutunu
kullaniyoruz.

choice( [1,2,3,"yes",6,7,"no",8,8,8] )

7

4.10 SageMath Calismamz Paylasmak
SageMath’te yazilmis bir kodu hizli bir sekilde paylagsmanin bir yolu, ilk olarak
sagecell.sagemath.org

adresinde kodu Evaluate tusuna basarak calistirip, ekranin saginda Share (paylas) tu-
suna basmak. Asagidaki gorseldeki gibi bir sey goreceksiniz. Permalink (kalici baglanti),
Short temporary link (kisa ve gecici baglanti) ve ayrica gegici baglantinin kare kodu da
asagidaki gibi verilmekte:

Share

Permalink
Short temporary link



https://sagecell.sagemath.org/
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4.11 SageMath ve KTEX

SageMath kullanarak elde ettiginiz bir ¢iktry1 I&TEX ortaminda nasil kullanabilecegimizi
gorelim:

Asagida x> + 5x — 12 = 0 denkleminin ¢6ziimii 6nce kokler adinda bir degiskene
atantyor, sonra da show komutuyla bir ¢ikt1 elde ediliyor:

kokler = solve(x~2+5*x-12==0,x)
show(kokler)

—_1 _5 .1 _3
[x— L3 -3x=173 2]

Ciktiya sag tiklayarak TeX Commands secenegiyle ISTEX komutunu elde edebilirsi-
niz.

- lum_o by
=3 ~ BT NETRE  \athML Code
Copy to Clipboard * TeX Commands

Annotation 3

Math Settings - R =
Accessibility
About Mathlax
Mathlax Help

Ayni1 6rnek i¢in bir diger yontem olan latex komutu da asagidaki gibi kullanilabilir.

kokler = solve(x~2+5*x-12==0,x)
latex(kokler)

\left[x = -\frac{1}{2} \, \sqrt{73} - \frac{5}{2}, x = \frac{1}{2} \,
\sqrt{73} - \frac{5}{2}\right]

Not 4.11.1 Eger bir grafik ¢iktisini IATEX ortaminda kullanmak istiyorsaniz grafigi kay-
detmeniz gerekecektir. Bunu nasil yapacaginiz [5.12) numarali alt boliimde.




Bolum S

Grafik 11

Bu boliim temel grafik bilgilerini gordiigiimiiz 3 numarali boliimiin devami niteliginde
olacak. Burada ii¢ boyutlu interaktif grafikler de dahil olmak iizere, nispeten ileri diizey
grafikler icin komut ve se¢eneklere odaklanacagiz.

5.1 Siireksiz Baz1 Fonksiyonlarin Grafikleri

Siireksiz fonksiyonlarin grafiklerinin bilgisayar cizimleri siireksizlik noktalarinda ¢o-
gunlukla kusurlu olur. Ornegin f(x) = sgn(x — 3) fonksiyonunun grafigini SageMath
ile cizecek olursak, fonksiyonun siireksiz oldugu noktada, yani x = 3 noktasinda asag1-
daki gibi beklenmedik dikey bir dogru parcasit goriiriiz.

plot( sgn(x-3) , (x,0,6) )

104

0.5 7

—0.5

-1.0

Bu durumda exclude (yani disla) komutunu asagidaki gibi x = 3 noktasimi diglamak
icin kullanabiliriz.

plot( sgn(x-3) , (x,0,6) , exclude= [3] )
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Pargali fonksiyonlarda da sigramalar yaygin oldugundan, gerekli durumlarda aym
komut kullanilabilir.

Parcali Fonksiyon

SageMath pargali fonksiyon i¢in piecewise komutunu kullanir. Asagida f pargali fonk-
siyonunu ve bu fonksiyonu nasil tanimlayip ¢izdirebilecegimizi goriiyoruz:

Vx  0<x<l1

1 1<x<2

JOI=V4_x 2<x<3

5-x 3<x<4

f(x) = piecewise( [ [(0,1), sqrt(x)], [[1,2],1/x], [(2,3),4-x],
[(3,4),5-x]1 1)
show( plot( f, (x,0, 4 ) , color= "orange" ))

2.0 9

154

10+

0.5 4

T T T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0

Benzer sekilde siireksizlik noktalarini, yani x = 2 ve x = 3 noktalarin1 diglayalim:
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f(x) = piecewise( [ [(0,1), sqrt(x)], [[1,2],1/x], [(2,3),4-x],
[(3,4),5-x]1 1)
show( plot( f, (x,0, 4 ) , color= "orange" , exclude=[2,3] ))

2.0 9

1.5

1.0+

0.5 4

T T T T T T T T
0.5 10 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Dislanan noktalarin bir liste olarak girildigine dikkat edin. Gerekirse uzunca bir dis-
lama listesi olusturabiliriz. Ornek olarak pek ¢ok siireksizlik noktas1 olan asagidaki fonk-

siyonu inceleyelim:
= [vA]

plot( floor(sqrt(x) ) , x, 0,100, exclude= [ n"2 for n in [1..10] ] ,
color="deeppink" )

10

T T T T T
20 40 60 80 100

Not 5.1.1 Parcali fonksiyon tanimlamak i¢in kullanilan piecewise komutu yar1 agik
araliklan direkt olarak kabul etmese de bu tip araliklar iki kiimenin birlesimi seklinde
yazarak tanimlamak miimkiin. Ornegin [a, b) yar1 agik aralig1 bir nokta ile bir acik arali-
g1n birlesimi gibi diisiiniilebilir: [a, b) = [a, a] U (a, b). Pargal1 fonksiyon tanimlamanin
daha kapsamli bir yontemini [6.3] numarali alt boliimde gorecegiz.
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Dikey Asimptot Iceren Grafikler

SageMath dikey asimptot iceren grafiklere asimptot ¢izgisini ekleyebiliyor. Bunun i¢in,
gerekli dikey sinirlart belirttikten sonra su komutu ekliyoruz: detect_poles="show".
Asagidaki ornege bakalim:

plot( 1/(x"2-1),(x,-2,2), ymax=3,ymin=-3, detect_poles="show")

T T T T T T T
-2.0 =15 -1.0 -0.5 0.5 10 15 2.0

Ikinci bir 6rnek olarak, bol bol dikey asimptotu olan y = tan x fonksiyonunun grafi-
gini cizelim:

plot( tan(x) ,(x,pi/2,11%pi/2), ymax=3,ymin=-3, detect_poles="show")

Not 5.1.2 Maalesef SageMath’in yatay, egik ve egri asimptotlar1 ¢izecek bir komutu
yok (SageMath versiyon 9.6). Bunlar1 1inestyle, color ve belki de thickness gibi
makyaj komutlariyla kendiniz olusturabilirsiniz.
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5.2 Liste Grafigi

Bir say1 listesinin grafigini 1ist_plot komutuyla ¢izdiriyoruz. SageMath bunu yatay
eksen indisler, dikey eksen de indislere karsilik gelen liste elemanlari olacak sekilde
yapiyor. Asagida veri adli bir liste ve bu listenin grafigi var:

veri = [12, 49, 16, 67, 0, 95, 24, 46, 23, 60, 9, 75, 23, 57, 62, 56,
55, 14, 46, 58, 87, 68, 78, 6, 71, 39, 63, 31, 96, 63, 26, 70, 21,
43, 31, 78, 20, 50, 71, 75, 68, 77, 44, 39, 73, 30, 30, 33, 50, 21]

list_plot(veri)

801

60 4

40 4

204

Grafigin davranisini daha iyi anlamak i¢in ardisik noktalar1 birlestirebiliriz. Bunun
icin plotjoined=True se¢enegini kullaniriz.

list_plot(veri , plotjoined=True)

804

60

404

20

T T T T
10 20 30 40
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list_plot komutunu sadece say1 listesi icin degil, diizlemdeki bir nokta listesi i¢in
de kullanabiliriz. Asagida, diizlemde rastgele 400 noktanin birlestirilmesiyle olusan bir
grafik elde ediyoruz:

noktalar=[ (random(),random()) for i in [1..400] ]
list_plot(noktalar, color=’black’, axes=False, plotjoined=True )

5.3 Sacilim Grafigi

Bir nokta listesinin sagilim grafigini liste grafigine benzer bir sekilde agagidaki gibi elde
edebiliriz:

noktalar=[ (0,3),(2,0),(1,1),(1,-1),(1,.2) ]
scatter_plot( noktalar )

3.00
2.5
2.0
15
1.0 4 o
0.5
]
. : T O
0.5 1.0 15 2.0
-0.51
-1.0 o]

Isaretcinin seklini kare olarak degistirebiliriz. Bunun igin marker="s" komutunu
kullaniriz. Burada "s" square (kare) kelimesinin bag harfinden gelmektedir.
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noktalar=[ (random(),random()) for i in [1..100]]
scatter_plot(noktalar , marker="s" )
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Not 5.3.1 Daire ve kare disindaki isaret¢i segeneklerini plot?? komutunu ¢alistirarak
gorebilirsiniz.

5.4 Cubuk Grafik

Bir sayi listesi i¢in ¢ubuk grafik, bar_chart komutuyla elde edilir:

L= [3,16,1,33,23,65,34,54,32,34]
bar_chart( L )

60

50

40 1

30 4

204

10 4

Cubuklarin genigligini geniglik anlamindaki width komutuyla yonetebiliriz:

bar_chart( [ x"2*%27-x for x in [1..10] ], width=0.4 , color="deeppink")
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5.5 Parametrik Fonksiyonun Grafigi

-

o

=}

T
10

Diizlem iizerinde # parametresine bagl parametrik bir egri ¢cizdirmek istersek 6nce var ("t")
komutuyla ¢ degiskenini tanimlariz; sonra da parametric_plot komutunu asagidaki
orneklerdeki gibi kullaniriz:

Var("t")
parametric_plot( (cos(t),sin(t) ) , (t,0,3/2*pi) )

0.5 1

var("t")
parametric_plot( (sin(3*t),sin(2*t+1) ) , (t,0,2*pi) , color="black" )
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5.6 Kapah Fonksiyonun Grafigi

Kapali fonksiyonlarla sik sik karsilasiriz. Ornegin bir cember denklemi olan x2 + y* = 1
bir kapal1 fonksiyondur. Kapali fonksiyonu ¢izdirmek icin implicit_plot komutunu
kullaniriz.

Asagida cember denklemini biraz degistirerek farkl bir kapali fonksiyon ve grafigini
elde ediyoruz:

23 23
| =7 =1

[x|=7 + |y

Var("y")
implicit_plot( (abs(x))~(2.3) + (abs(y))~(2.3) == 1, (x,-2,2), (y,-2,2) )
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Alstirma 5.6.1 Asagidaki denklem icin farkli pozitif a degerleri vererek grafikleri in-
celeyin.

Ix]* + |y“ =1

Kapal1 fonksiyon i¢in bir 6rnek daha:

x> +y® = 10xy

var("y")
implicit_plot( x~3+y~3==10*x*y , (x,-10,10), (y,-10,10) )
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5.7 Kontur Grafigi

Kontur grafigi z = f(x, y) fonksiyonunun seviye egrilerinden olusan bir grafiktir. Yani
¢ bir sabit olmak iizere f(x, y) = ¢ formundaki egrilerin ayni bir diizlemdeki grafigidir.
Ornek olarak asagidaki paraboloidi ele alalim ve bu yiizeyin bir kontur grafigini cizdi-
relim:

z=x2+y2

Kullanacagimiz komut contour_plot:

var("y")
contour_plot( x"2+y"2 , (x,-5,5), (y,-5,5) )
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Goriildiigii iizere cesitli ¢ degerleri igin egriler (bu durum icin ¢emberler) cizilip, egri-
lerin aralari da ¢ degerlerine gore dolgu rengi ile boyandi.

Asagidaki ornekte ise c’nin sadece 1, 4 ve 9 degerlerini almasini istiyoruz, dolgu
rengi kullanmak istemiyoruz ve ¢ sayisi i¢in etiketleme istiyoruz:

Var("y")
contour_plot( x"2+y~2 , (x,-5,5), (y,-5,5), contours=[1,4,9],
fill=False, labels=True )
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Asagida c degerlerinin liste seklinde verildigi bir 6rnek var:

var("y")

kontur=[ n"2 for n in [1..5] ]

contour_plot( x"2+y"2 , (x,-5,5), (y,-5,5), contours=kontur,fill=False,
labels=True )

44
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24
4 1600
25 00
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Cizgi Sikhig1 ve Renk Haritas1

Simdi de z = %x3 + y? fonksiyonu igin bir kontur grafigi gizelim:

x,y = var("x,y")
contour_plot((x73/2 + y~2), (x,-4,4), (y,-4,4))
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Cizgi sikligin1 arttirmak i¢in contours komutunu asagidaki gibi kullaniyoruz:

x,y = var("x,y")
contour_plot((x~3/2 + y~2), (x,-4,4), (y,-4,4) , contours=30 )

Son olarak da color map (renk haritas1) secenegiyle farkli renk gruplarini nasil se-
cecegimize dair bir 6rnek verelim:
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x,y = var("x,y")
contour_plot((x~3/2 + y~2), (x,-4,4), (y,-4,4) , cmap="summer" )

Renk haritasi segeneklerini sorted(colormaps) komutunu calistirip gorebilirsiniz.

5.8 Esitsizlik Grafikleri

Esitsizlik ya da esitsizlik sistemi grafikleri i¢in region_plot komutunu kullaniriz. Asa-
gida birkag 6rnek goreceksiniz. Orneklerde kullamlan grafik segenekleri soyle: incol
(i¢ kismin rengi), outcol (dig kismin rengi), bordercol (sinir ¢izgisinin rengi) ve
borderwidth (sinir ¢izgisinin kalinli§1). Bazi renk seceneklerine daha once de belirtti-
gimiz gibi colors komutunu ¢alistirarak ulasabilirsiniz.

var("y")
region_plot( x+y > x"2+y"2 , (x,-1,2), (y,-1,2), incol="thistle",
borderwidth=1, bordercol= "black")
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var("y")
region_plot(x~3 + y™4 < 1/2, (x,-2,2), (y,-2,2), incol="orange",
bordercol="black", outcol="lightblue")

Birden fazla esitsizligin, yani esitsizlik sisteminin ortak ¢oziimiiniin grafigi asagidaki
gibi elde edilebilir:

var("y")
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region_ plot( [ x + 3*y < 6 , x - y2< 3, -x + 2%y <0, -x - 2%y < -3
1, (x,1,4), (y,-1,2), incol="antiquewhite", bordercol="chocolate",
plot_points=400 , axes=False , frame=True )
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5.9 Polar Fonksiyonun Grafigi

Polar fonksiyonun grafigi polar_plot komutu ile ¢izdirilir. Asagidaki fonksiyonu ele
alalim:

H0) =10, 0<0<30x

var ("theta")
polar_plot( sgrt(theta), (theta, 0, 30*pi) )




78 Boliim 5. Grafik 11

Yukaridaki grafikte ters giden bir seyler var. Diizgiin yapida bir grafik beklerken cok
fazla sayida kirilma goriiyoruz. Bunun sebebi, SageMath’in varsayilan olarak 200 nokta
birlestirerek grafik ¢izimini yapmasi. Pek cok durumda bu say1 yeterli. Yukaridaki or-
nekteki gibi yetersiz oldugu durumlarda nokta sayisini kendimiz arttirarak daha kaliteli
sonug elde edebiliriz. Asagida plot_points=2000 ifadesiyle nokta sayisin arttiriyor,
biraz da makyajla daha giizel bir grafik elde ediyoruz:

var("t")
polar_plot( sqrt(t), (t, 0, 30*pi) , color="brown", plot_points=2000,
thickness=.5 )




5.10. Grafige Metin Eklemek 79

5.10 Grafige Metin Eklemek

Bazi durumlarda grafige metin ya da matematiksel bir ifade eklemek isteyebiliriz. Bunun
icin text komutunu kullaninz. Agagidaki 6rnekte boyutu 15, rengi siyah olacak sekilde
"Nokta" metnini koordinat diizleminde (2, 2.8) noktasinda gostermek istiyoruz. Ayrica
point komutuyla da turuncu bir nokta ekliyoruz.

metin = text("Nokta", (2,2.8) , fontsize=15, color="black" )
nokta = point( (2,3) , size=200 , color="orange" )
show(metin + nokta , xmin=1, xmax=3, ymin=2, ymax=4 )
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Asagida biraz daha karmasik bir 6rnek var. Bu defa metin ITEX formunda yazilmis
matematiksel ifadeler igerdigi gibi 30 derecelik bir egimle yaziliyor. Buna ek olarak,
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yine 30 derecelik bir egimle, yani egimi tan 30° olan bir dogru da ciziliyor. Renk, boyut,
vb. diger segenekleri incelemek size kalsin.

metin = text( r" Egim:
$\tan{\left (\frac{\pi}{6}\right)}=\frac{\sqrt{3}}{3}$",
(3/6,sqrt(3)/6), fontsize=30, fontweight=’bold’, color="black",
rotation=30 )

dogru = plot( sqrt(3)/3*x , (x,0,1) , aspect_ratio=1 , color="limegreen"
, linestyle=":" , thickness=5 )

show(metin + dogru , frame=True , axes=False )
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5.11 Grafik Tablosu

Birden fazla grafik 6gesini bir grafik tablosuna doniistiirebiliriz. Bunu girdileri grafikler
olan bir matris yapis1 olusturarak yapariz. Asagidaki ornekleri inceleyin:

pl = plot(x)

p2 = plot(x~2)

p3 = plot(exp(x))
p4 = plot(sin(x))
p5 = plot(cos(x))

p6 = plot(abs(x))
P= [ [PlyP2’P3], [P4:P5,P6] ]
graphics_array (P)
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Grafik tablosu i¢in bir diger yontem de 6nce grafikleri liste olarak yazip sonra da satir
sayisini graphics_array komutunda belirtmek. Ornekleri inceleyiniz.

pl = plot(x)

p2 = plot(x~2)

p3 = plot(exp(x))
p4 = plot(sin(x))
p5 = plot(cos(x))

p6 = plot(abs(x))
PP=[ p1,p2,p3,p4,p5,p6 1
graphics_array (PP, 3)
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PP=[ region_plot( sin(x) + cos(y) > i*x.3 , (x,0,7*pi), (y,0,7*pi),
incol="yellow", bordercol="black", borderstyle="-" ,borderwidth=1 )
for i in [0..5] 1]

graphics_array(PP,2)
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Ahstirma 5.11.1 (Lissajous Egrileri) Parametrik olarak verilen asagidaki egri aile-
sine Lissajous egrileri denir:

x(t) = Asin(at + 6), y(¢t) = Bsin(bt)

A=B=1ved= % alarak (a, b) ikilisi icin (1, 1), (1,2), (1,3), (2,3), (3,4), (3,5),
(4,5) ve (5,6) degerlerini kullanarak 8 tane Lissajous egrisiyle iki siitunlu bir grafik
tablosu olusturun.

5.12 Grafigi Dosya Olarak Kaydetmek

Elde ettiginiz bir grafigi dosya olarak kaydetmek icin hizli bir yontem, grafigin iizerine
sag tiklayarak kaydetme secenegini kullanmak. Dosya uzantis1 konusunda segici iseniz
vektor grafik de dahil olmak iizere pek ¢cok dosya uzantisina olanak veren save komu-
tunu agsagidaki gibi kullanabilirsiniz.

var("t")

grafik = parametric_plot( (sin(3*t),sin(2*t+1) ) , (t,0,2*%pi) ,
color="black" )

grafik.save( "parametrik.png" )

Not 5.12.1 Vektor grafik elde etmek i¢in . png uzantisi yerine, mesela . svg uzantisini
kullanabilirsiniz. Grafik dosyasi, mevcut SageMath dosyasinin bulundugu klasore kay-
dedilecektir. Cevrimici sagecell kullaniyorsaniz, dosyaya ulasacaginiz bir baglanti go-
receksiniz.
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5.13 Uc Boyutlu ve Etkilesimli Grafikler

Bu alt boliimde ii¢ boyutlu grafiklerden en sik kullanilan ii¢ tanesine odaklaniyoruz:
plot3d, implicit_plot3d, ve parametric_plot3d. Hepsinin ortak ozelligi ii¢ bo-
yutlu etkilesimli grafik gostermeleri. Yani bu sekilde elde edeceginiz grafik sabit bir re-
sim degil; fare kullanarak onu farkl agilardan gorebilirsiniz. Farenin sol tugu yardimiyla
grafigi cevirebilir, fare tekerlegi ile grafige yakinlasip uzaklasabilirsiniz.

plot3d Komutuyla z = f(x, y) Yiizeyi

Burada plot3d komutunu kullanacagiz. Asagida

z=%(x2+y2)

yiizeyinin etkilesimli bir grafigini ¢izdiriyoruz.

var("y")
plot3d( (x~2+y~2)/5, (x,-3,3),(y,-3,3) )

implicit_plot3d Komutuyla F(x,y, z) = 0 Yiizeyi
implicit_plot3d komutunun amaci F(x, y, z) = 0 gibi ii¢ degiskenli bir kapal1 fonk-

siyonun belirttigi yiizeyi goriintiilemek. Ornek fonksiyon ve grafigi asagida:

(x+y+z)4=x2+y2—%

var("x y z")
implicit_plot3d( (x+y+z)~4 == x"2+y~2-1/2 ,(x,-2,2), (y,-2,2), (z,-2,2),
color="orange")
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parametric_plot3d Komutuyla r(¢) = (f(¢), g(2), h(z)) Egrisi

Burada ¢ parametresine bagli parametrik

. 42
r(t) = <cos t,sint, e’ >

egrisinin grafigini parametric_plot3d komutunu kullanarak elde ediyoruz:

t = var("t")
parametric_plot3d((cos(t), sin(t), exp(-t~2)), (t,-pi,pi))

1.00
1.00

parametric_plot3d Komutuyla S(u, v) = (f(u, v), g(u, v), h(u, v)) Yii-
zeyi

Burada yine parametrik bir fonksiyon var; ancak iki parametre kullaniyoruz ve boylece
ylizey elde ediyoruz:

S(u, v) = {((3 + cosu) cos v, (3 + cosu) sin v, sin u)

var("u v")
parametric_plot3d( ( ( 3+cos(u) )*cos(v), (3+cos(u))*sin(v) , sin(w) ) ,
(u,0,2%pi), (v,0,2%pi) )
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5.14 Yaygin Kullamlan Baz1 Grafikler

[5.I]numarali tabloda ok, gember, elips, dogru pargas1, ¢okgen, kiire ve vektoriin grafikleri
icin SageMath komutlari, 6rnek kullanim ve agiklamalar veriliyor.
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Obje 7 Ornek Kullanim 7 Aciklama

Ok arrow((0,0), (1,1)) (0, o.v noktasindan (1, 1) noktasina
ok cizer.

Cember circle((3,2), 1) Z@HW@N._ A.wv 2), yanigapt 1 olan
¢emberi cizer.
Merkezi (0, 0), yar1 kiigiik eksen

Elips ellipse((0,0),2,3) uzunlugu 2, yar1 biiyiik eksen

uzunlugu 3 olan elipsi cizer.

Dogru Parcasi

line([(0,0), (1,1)1)

(0, 0) noktasindan (1, 1) noktasina
dogru parcast cizer. ikiden fazla
nokta ile de ekleme yapilabilir.

Koseleri (0,0), (1, 1), (=2,2) ve

Gokgen polygon(l(0,0),(1,1),(=2,2), (0, )D) (0, 1) noktalar1 olan ¢okgen ¢izer.

Kiire sphere((0,0,0),size=1 ) Zo%ow_ Ao., o.w 0). yari¢apt 1 birim
olan kiireyi ¢izer.

Vekior plot (vector([1,2,3])) (1,2, 3) vektoriinii orijini baglangi¢

kabul ederek ¢izer.

Tablo 5.1: Yaygin Kullanilan Bazi Grafik Objeleri, Ornek Kullammlari ve Agiklamalar



Bolum 6

SageMath Programlamaya Giris

Bu boliime kadar, halihazirda tanimli SageMath komutlariyla ¢aligtik. Mesela 1273 sa-
yisinin asal olmadigint is_prime (1273) komutunu ¢alistirarak gordiik. e” sayisinin z°
sayisindan biilyiik oldugunu max (e~pi,pi~e) komutuyla anladik. Ne var ki, ornegin,
verilen bir @ sayis1 icin a ile @ arasinda kag tane asal say1 oldugunu veren bir komut
yok. Peki boyle bir komut yaratmak miimkiin mii? Bu boliimde iste bu tip sorulara ve
¢ok daha fazlasina cevap verecek olan programlamanin temel elemanlarin1 gérecegiz.

Tahmin edersiniz ki yalnizca hazir komutlar1 kullanmak oldukga kisitlayicidir. Prog-
ramlamay1 6grenmek, sadece piyano tuslarina basabilen birinin artik beste yapmaya bas-
lamasina benzetilebilir.

6.1 Girintiler

SageMath i¢in bir satirin hangi girinti ile bagladig1 ¢ok 6nemli. Girintiler o satirin hangi
bloga ait oldugunu bize soyler. Bu igleyis organize bir sekilde calismamiza da yardimci
olur. Su ana kadarki 6rneklerimizde satira hep sifir girinti ile bagladigimizdan, bunun
onemine dair bir durum ile karsilagsmadik. Asagidaki alt boliimde, fonksiyon tanimlarken
girinti kullanmaya ilk kez ihtiya¢ duyacagiz.

6.2 Fonksiyon Tamimlama

Matematiksel fonksiyonlar nasil tammlayacagimizi[2. 17| numaral alt boliimde gormiis-
tik. Simdi de daha genel ve matematiksel fonksiyonu da kapsayan, programlamadaki
fonksiyon yapisini inceleyecegiz. Tanimlamaya define (yani, tanimla) kelimesinin kisal-
tilmis hali olarak kullanilan def komutu ile bashiyoruz. Asagidaki basit 6rnek, girilen
saymin karesini veren, karesini_bul adinda bir fonksiyon tanimliyor:

def karesini_bul(x):
return(x~2)
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Evet, karesini_bul fonksiyonunu tanimladik. Ilk satir1 tamamlay1p iki noktadan (:)

sonra ’a basinca imle¢ otomatik olarak girintili bir sekilde (4 bosluk birakarak)

satir bagina gegti. Bu asamada fonksiyonun x degiskenine bagli olarak ne yapmasi gerek-

tigini soyliiyoruz. Cikt1 olarak x? sonucunu gormek istedigimizi cevap ya da geri doniis

anlamindaki return komutunu kullanarak belirtip ilk fonksiyonumuzu tanimladik.
Ornegin 5 degeri igin fonksiyonu galistiralim ve ¢iktiyr gorelim:

karesini_bul(5)

25

Yukarida tanimladigimiz fonksiyon, kenar uzunlugu girilen bir karenin alanini veren
bir fonksiyon olarak asagidaki sekilde de ifade edilebilir. Kenar uzunluguna bagl bu
fonksiyonun adi karealani olsun:

def karealani(kenar):
return(kenar~2)

karealani(5)

25

Bir de ¢ikt1 olarak metin de iceren durumu gorelim. Yine, ayn1 basit ornekle, bu defa
KAREALANT adinda bir fonksiyon ile yapalim bunu:

def KAREALANI (kenar):
print("Bir kenari", kenar , "birim olan karenin alani" , kenar~2 ,
"birimkaredir." )

print komutunu kullanarak ekrana yazdirmak istedigimiz metin ve degiskenleri gi-
riyoruz. Bu ifadeleri virgiil ile ayirdigimiza dikket edin (.| numaral alt bolim). Simdi
kare alanin1 bulmaya haziriz. Kenar1 5 birim olan bir karenin alanin1 bulmak i¢in asagi-
daki komutu calistirmak yeterli:

KAREALANI (5)

Bir kenari 5 birim olan karenin alani 25 birimkaredir.

Benzer sekilde birden fazla girdisi olan bir fonksiyon da asagidaki gibi tanimlanabi-
lir:

def dikdortgenalani(kenarl,kenar2):
print("Kenarlari",kenarl,"ve",kenar2,"birim olan dikdértgenin
alani",kenarl*kenar2,"birimkaredir." )

Kenar uzunluklar1 34 ile 32 olan dikddrtgenin alanini bulalim:




6.3. Kosullu Onermeler: if, else, elif Komutlari 89

dikdortgenalani(34,32)

Kenarlari 34 ve 32 birim olan dikddértgenin alani 1088 birimkaredir.
Fonksiyon kullanan bir 6rnek daha inceleyelim:

Ornek 6.2.1 Saniye olarak girilen bir siireyi, saat-dakika-saniye (SDS) formuna cevi-
ren bir program yazalim. Tabii ki, dakika ve saniye degerlerinin 60’dan kiiciik negatif
olmayan tam sayilar oldugunu goz oniinde bulundurarak. Mesela 77 saniye dedigimiz
sey O saat 1 dakika 17 saniyedir. 3666 saniye de, 1 saat 1 dakika 6 saniyedir. Bu ba-
sit problemde boliim (// komutu) ve kalanin (% komutu) hesaplanacagi bolme islemleri
yapacagimiz agiktir. Bu komutlar 2.T|numarali alt boliimde islenmisti.

def SDS(toplam_saniye) :
saat=toplam_saniye//3600
dakika=(toplam_saniye % 3600)//60
saniye=toplam_saniye%60
print(saat ,"saat", dakika,"dakika" , saniye, "saniye")

Program tamam. Hemen kullanalim:

SDS (3666)

1 saat 1 dakika 6 saniye

SDS(10710)

2777777 saat 46 dakika 40 saniye

Fonksiyon tanimlama pratik kullanimindan dolay1 oldukga etkili bir sey. Kitabin kalan
kisminda onlarca fonksiyon tanimlayacagiz ama simdilik programlamanin diger 6nemli
kavramlarini tanimaya devam edelim.

6.3 Kosullu Onermeler: if , else, elif Komutlari

if komutunun kelime anlami, eger. Bu komut, belli bir kosul saglaniyorsa yapilmasi
gerekenleri belirtmek icin kullanilir. Kogsul saglanmiyorsa ne olacak? SageMath o if
yapisina dair hicbir sey yapmayacak. Yani, if komutu sadece kosulun saglandigi durum
ile ilgilenir. Basit bir if uygulamas1 asagida:

if 1==1:
print ("Merhaba!")

Merhaba!

if 1==2:
print ("Merhaba!")
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Yukaridaki ornekte 1, 2’ye esit olmadigindan bir ¢ikt1 alamadik. Neredeyse ayn1 or-
nekler agagida. if komutunda da iki noktadan (:) sonra girinti kullandigimiza dikkat
edin.

if True:
print ("Merhaba!")

Merhaba!

if False:
print ("Merhaba!")

Bir ornek daha:

a=2
if a>0:
print("a pozitif bir sayi")

a pozitif bir sayi

Asagida if-else (yani, eger-degilse) yapisini kullantyoruz. Bu durumda else ko-
mutu bir yukarisindaki if kosulunun saglanmadig: biitiin durumlar i¢in ne yapilmasi
gerektigini soyler.

a=-6
if a>0:

print("a pozitif bir sayi")
else:

print("a pozitif degil")

a pozitif degil

Burada else komutu ¢ > 0 durumunun saglanmadig: biitiin durumlar, yani a < 0
durumunda neler olacagini soyliiyor.

Not 6.3.1 Art arda birden fazla if yapisi kullanildiginda else komutu sadece sonuncu
if kosulunu diglar. Asagidaki 6rnegi inceleyiniz:

a=1

if a==1:
print("A")

if a==2:
print("B")

else:
print("C")
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Simdi de bir 6rnek iizerinden if-elif-else (elif komutu else ve if kelimeleri-
nin birlesmesiyle olusturulmus) yapisinin islevselligini gorelim. Diyelim ki en kiiciik 10
pozitif tam say1 A grubunda, sonraki 10 tam say1 B grubunda, sonraki tiim tam sayilar
ise C grubunda olsun. Girilen bir saymin hangi grupta oldugunu sdyleyen bir program
yazalim:

k=12
if k>20:
print ("C grubunda")
elif k>10:
print ("B grubunda")
elif k>0:
print("A grubunda")
else:
print ("Higbir grupta degil")

B grubunda

Burada elif komutu kendinden once gelen tiim kosullarin disindaki durumlara yeni bir
kosul getiriyor.

Simdi de yukaridaki hikayemizi bir fonksiyon ile ifade edip ona daha pratik bir kul-
lanim kazandiralim:

def grup_bul(k):
if k>20:
print ("C grubunda")
elif k>10:
print ("B grubunda")
elif k>0:
print("A grubunda")
else:
print ("Higbir grupta degil")

Evet, fonksiyon tanimlamamizi yaptik. Simdi 12 sayisinin hangi grupta oldugunu sor-
gulayalim:

grup_bul(12)

B grubunda

Ornek 6.3.1 (Parcal Fonksiyon) Benzer bir yapiy1 asagidaki parcali fonksiyonu ta-
nimlamak i¢in kullanabiliriz:
1-x2, x<1
F(x) =

2—x, x>1
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def F(x):
if x<=1:
return(1-x"2)
else:
return(2-x)

Fonksiyonu tanimladik. Simdi de fonksiyonun baz1 noktalardaki degerlerini bulalim:

F(-3)

-8

F(1)

F(3)

-1
Alistirma 6.3.1 [5.7|numarali boliimde piecewise komutu ile tanimlanan parcali fonk-
siyonu if, elif ve else komutlarm kullanarak tanmimlayin.

Ornek 6.3.2 (Ucgenin Kenar Uzunluklar) Girilen ii¢ pozitif saymmn bir iicgenin ke-
nar uzunluklar1 olmak i¢in uygun olup olmadigini veren bir fonksiyon tanimlayalim.
Bunun i¢in Ug¢gen Esitsizligi’'ne ihtiyacimiz olacak. Biliyoruz ki a, b, ¢ pozitif sayilari

[b—cl<a<b+c

kosulunu sagliyorsa, a, b, ¢ bir liggenin kenar uzunluklar1 olmak i¢in uygun sayilardir.
Kogulu saglamiyorlarsa da uygun degillerdir.

def Ucgen_mi(a,b,c):
if abs(b-c) < a < b+c :
print( a , b , ¢ , "iggen olusturur.")
else:
print( a , b , ¢ , "iggen olusturmaz.")

Ucgen_mi(3,4,5)

3 4 5 iiggen olugturur.

Not 6.3.2 Yukaridaki iiggen orneginde |b — ¢| < a < b + ¢ kosulu yerine
l[a—c|<b<a+c veya |la—bl<c<a+b

kosullardan birini de kullanabilirsiniz. Bu ii¢ kosulun esdeger oldugunu esitsizlikleri
acarak gorebilirsiniz. Sadece birini kullanmak yeterli. (Ug esitsizligin esdeger oldugunu
gormenin bir bagka yolu da soyle: Bir kogul dogruysa iicgen olusur; ticgen olusursa diger
iki kogul da dogrudur. Boylece bir kosul dogruysa diger ikisi de dogrudur.)
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Ornek 6.3.3 numaral alt boliimde olusturdugumuz dikdortgenalani fonksiyo-
nunu hatirlayin. Ayni fonksiyonu if kullanarak, kenar uzunluklarinin pozitif olmadig:
durumda uyar1 veren bir fonksiyona doniistiirelim:

def dikdortgenalani(kenarl,kenar2):
if kenarl <= 0 or kenar2 <= 0O:
print ("Kenar uzunluklari pozitif olmala!")
else:
print("Kenarlari",kenarl,"ve",kenar2,"birim olan dikdértgenin
alani",kenarl*kenar2,"birimkaredir." )

dikdortgenalani(5 , 0)

Kenar uzunluklari pozitif olmali!

Ahstirma 6.3.2 Girilen bir sayuun ayn zamanda hem asal hem de 100’den biiyiik ol-
dugu durumda ekrana "Hem asal hem 100’den biiyiik."; diger biitiin durumlarda "Ya
asal degil ya da 100°den biiyiik degil." ifadelerini yazdiran bir fonksiyon olusturun.

6.4 for Dongiisu

for (i¢cin) dongiisiinii bir iglem ya da islem grubunu istedigimiz belli degerler icin tek-
rar tekrar yapmak istedigimizde kullaniriz. Mesela, i degiskeninin sirasiyla 1, 2 ve 3
degerleri icin i> degerini ekrana yazdiran bir kod yazalim:

for i in [1,2,3]:
print (i~2)

1
4
9

Yukaridaki iki kod satirinin Tiirkgesi su: i sayisinin [1,2,3] listesindeki her bir elemani
icin sirasiyla i> degerini ekrana yazdir. Yine, iki noktadan (:) sonra girintili devam edi-
yoruz (bu konuda SageMath rehberlik ediyor bize).

Cok benzer bir 6rnek daha:

for k in range(5):
print (k)

> W NN~ O
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Yukarida range (5) komutu kullaniliyor. Biliyoruz ki bu, [0,1,2,3,4] listesinden
bagka bir sey degil ve bunu [0. .4] seklinde de yazabiliriz.
Simdi de 1°den 40’a kadar olan sayilardan asal olanlar1 veren bir program yazalim:

for p in [1..40]:
if is_prime(p)==True:
print(p)

Yukarida hem for hem de if komutu kullamliyor. i1k yapilan su: p’yi 1 al, asal ise
ekrana yazdir. Daha sonra, p’yi 2 al, asal ise ekrana yazdir. Bu benzer sekilde 40’a kadar
devam edecek ve son olarak 40 sayisina ayni sorgulama yapilacak ve dongii sonlanacak.

Not 6.4.1 ikincisatirda if is_prime (p)==True: ifadesini kullandik. Onun yerine if
is_prime(p) : demek de yeterli.

Yukaridaki asal sayilardan append komutu kullanarak asallar diye bir liste olus-
turalim:

asallar=[ ]
for p in [1..40]:
if is_prime(p):
asallar.append(p)
asallar

(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37]

Yukarida ilk olarak asallar adinda bog bir liste tamimliyor, daha sonra asallari
append komutu ile bu listeye ekliyoruz. Ilk yapilan su: p’yi 1 al, asal ise asallar liste-
sine ekle. Daha sonra, p’yi 2 al, asal ise asallar listesine ekle. Benzer sekilde devam
edip son olarak 40 sayisina ayni sorgulama yapiliyor. Isimiz bitince de son satirda liste
ekrana yazdiriliyor. Bunun i¢in girinti kullanmadigimiza dikkat edin.

for Komutuyla Liste Olusturmak

for komutu kullanarak pratik bir sekilde listeler yaratabiliriz. Ornegin:
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L=[ i"2 for i in [1..5]1 ] ; L

[1, 4, 9, 16, 25]

Ikinci bir 6rnek olarak

{3k+2}

2k +3

dizisi i¢in k’nin 1°den 100’e kadar olan biitiin terimlerinin sayisal degerlerini listeleye-
lim:

[ ((3xk+2)/(2%k+3)).n() for k in [1..100]]

Bunun sonucu olarak 100 eleman iceren bir liste goreceksiniz. Diyelim ki biiyiik
sayilar i¢in bu verilen ifadenin nasil degerler aldigini merak ediyoruz:

[ ((3*k+2)/(2%k+3)).n() for k in [10°5-5 .. 1075]]

[1.49998749956248,
.49998749968749,
.49998749981250,
.49998749993750,
.49998750006250,
.49998750018750]

s

Elde ettigimiz listenin verilen dizinin limiti hakkinda ipucu verdigine dikkat edin.
Benzer sekilde, bu kestirme yontem ile sarthi ifadeler de kullanabiliriz. 1°den 40’a
kadar olan asal sayilar 6rnegimizi bu teknikle tekrarlayalim:

[ p for p in [1..40] if is_prime(p)==True ]

[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37]

Simdi de yukaridaki son 6rnegi kullanip say1 araligina bagl asal_bul adinda daha
genel bir fonksiyon tanimlayalim:

def asal_bul(a,b):
asallar=[p for p in [a..b] if is_prime(p)==True ]
print(asallar)

Tanimlamay1 yaptik. Mesela, 101 ile 1010 4 100 arasindaki asallar1 listeleyelim:

asal_bul( 10710 , 10710+100 )

[10000000019, 10000000033, 10000000061, 10000000069, 10000000097]

Asagida grafik iceren iki Ornek var:

plot( [ sin(x"2)+i for i in [1..4] ], (x,0,2%pi), color=["red", "black",
"green" s ubluell ] )




96 Boliim 6. SageMath Programlamaya Giris

plot( sgn(sin(x)) , x, —4*pi, 4*pi, exclude= [ n*pi for n in [-4..4] ] )

Ornek 6.4.1 (Rekiirsif Fonksiyon) 100 ile baslayip tekrar tekrar su islemi, elde ettigi-
miz sayilara uygulayalim: 3 ile carp, 10 ekle, 4’e bol. Bu iglemi 30 defa tekrarlayip tiim

sayilart igeren bir liste olusturalim. Ilk olarak birer liste ve fonksiyon yaratip append
komutunu kullanacagiz:

L=[100.]

f(x)=(3*x+10) /4

for i in [1..30]:
L.append( £( L[-1] ) )

show (L)

[100.000000000000, 77.5000000000000, 60.62560000000000, 47.9687500000000,
38.4765625000000, 31.3574218750000, 26.0180664062500,
22.0135498046875, 19.0101623535156, 16.7576217651367,
15.0682163238525, 13.8011622428894, 12.8508716821671,
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12.13815637616253, 11.6036153212190, 11.2027114909142,
10.9020336181857, 10.6765252136393, 10.5073939102294,
10.3805454326721, 10.2854090745041, 10.2140568058780,
10.1605426044085, 10.1204069533064, 10.0903052149798,
10.0677289112349, 10.0507966834261, 10.0380975125696,
10.0285731344272, 10.0214298508204, 10.0160723881153]

Yukarida neler olduguna dair biraz agiklama: 100 ile baglay1p istenen iglemlerle elde
edilen tiim sayilar igeren bir L listesi elde etmek istiyoruz. Bunun icin ige sadece 100 sa-
yisint iceren bir L listesi tanimlayarak bagliyoruz. Verilen islemleri uygulayip sonradan
append komutu ile 30 defa ekleme yapacagiz.

Baslangicta listenin tek eleman1 100°diir, son eleman olan L[-1] de 100 olacaktir.
Boylece ilk eklenen say1 f£(100) = 77.5. ik eklenen sayiyla birlikte, L listesi [100.0,
77.5] listesine doniisiir. Listenin sonundaki, yani son eklenen say1y1 kullanmak i¢in L [-1]
ifadesini kullandigimiza dikkat edin. Yani sirada bu islem silsilesini 77.5 sayisina uygu-
lamak var. Bu sekilde, istenen sayi listesini elde ediyoruz.

Not 6.4.2 1. Programa L=[100.] ile basliyoruz. 100 sayisinin sonundaki nokta ile
ondalik ifadeler elde ettigimizi hatirlayin. Noktay1 kaldirip kodu tekrar caligtirin.
Nokta olmayinca, kesin degerler veren kesirli ifadeler korunacaktir. Bazi durum-
larda kesirli yapiy1 korumak iglemleri agirlastirabilir.

2. Son satirdaki show (L) ifadesini girintili yazarsak ne olur? Deneyin ve olanlari
anlamaya caligin.

3. Yukaridaki sonucun 10 sayisina yaklastigin1 gozlemleyebiliriz. Bu davranigi gra-
fikte gormek icin, 1ist_plot (L) komutunu kullanabilirsiniz:

list_plot(L)

Asagidaki kod ayni L listesini olusturmak i¢in baska bir yontem. Daha pratik olan
bu kodu yorumlamak da size kalsin.

L=[ 1]

x=100.

for i in [1..30]:
L.append( x )
x=(3*x+10) /4

show (L)

Yukarida elde ettigimiz listeler L adinda bir listeye ataniyor. Eger amacimiz bir liste
atamast yapmak degil de sadece sayilar1 listelemek ise:

x=100.

for i in [1..30]:
x=(3*x+10) /4
print( x )
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Ahstirma 6.4.1 f" = fofo - of olmak iizere,
——
ntane f

x—1

f(x)=x+3

fonksiyonu igin f1000 (%) degerini bulun.

Asagidaki ornekte i¢ ice for dongiileri var:

Ornek 6.4.2 Koordinat diizleminin birinci bolgesinde, 10 x 10 olacak sekilde 100 tane
birbirine teget daire ¢izmek istiyoruz. Yarigaplari 1’er birim olsun.

Bir tane daire ¢izmek kolay: Mesela circle ((3,2) ,5) komutu, merkezi (3, 2) nok-
tasinda olup yaricap1 5 birim olan ¢emberi ¢izer. Cemberin i¢ini de £111=True komu-
tuyla doldururuz. Ama 100 tane daire i¢in bu iglemi 100 defa yapmak iyi fikir degil, tabii
ki. Kullanacagimiz sey, sikici pek ¢ok isten bizi kurtaran for komutu.

graf=plot([ 1)
for i in srange(1,20,2):
for j in srange(1,20,2):
daire=circle((i,j), 1, £ill=True)
graf += daire
show (graf)

Bu programda bos bir grafik ile ise basliyoruz. srange komutunu 1°den 20’ye ikiser
ikiger saymak i¢in kullaniyoruz. 10 tane i degerinin her biri i¢in 10 tane j degeri elde
ediyoruz. Her (i, j) ikilisi icin (i, j) merkezli birim daireyi ¢izdiriyoruz ve ¢izilen dgeyi
grafige ekliyoruz. Son olarak (19,19) noktast i¢in de bu islem yapilip dongii tamamlani-
yor ve grafik gosteriliyor.
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Ahstirma 6.4.2 (Kronecker Carpimi) A ve B matrislerinin boyutlart sirasiyla m X n
ve p X q olsun. A @ B Kronecker ¢carpini asagidaki pm X qn boyutundaki blok matrisi
olarak tamimlanir:

a“B oo alnB

A®B= o

amB - a,,B

Ornegin;

1 2 2 4
3 4 6 8
1 2 ®; i_ 5 6 10 12
3 4 5 6 13 6 4 8}
9 12 12 16
15 18 20 24

Girilen A ve B matrisleri icin A ® B Kronecker ¢arpumint veren Kronecker (4,B)
formunda bir fonksiyon olusturun (SageMath ile matris tanimlama numaralt alt
boliimde).

Not 6.4.3 numarali aligtirmada tanimlanan Kronecker ¢arpimi igin aslinda Sage-

Math’in halihazirda A.tensor_product (B) seklinde bir komutu oldugunu belirtelim.

for dongiisiinde break ve continue komutlari

for dongiisii igcinde break (burada kesmek, bitirmek anlaminda) komutunu dongiiyii
sonlandirmak i¢in kullaniyoruz. Birka¢ 6rnek verelim:

for sayi in [4,5,6]:
print(sayi)
break

Yukaridaki 6rnekte print (sayi) ile break ifadelerinin yerini degistirip programi
tekrar deneyin ve farki anlamaya caligin.
Asagida break kullanan agiklayici iki 6rnek var:

for sayi in [3,7,0,6,-4,6,-3,10,11]:
if sayi < O:
break
print (sayi)

O Nw
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for sayi in [3,7,0,6,-4,6,-3,10,11]:
if sayi < O:
print (sayi)
break
print(sayi)

DO Nw

-4

Bir de continue (yani, devam et) komutu icin hizli bir 6rnek verelim. Ciktida negatif
olmayan tiim sayilari listeliyoruz. Yani negatif olan durumlari atlayarak dongiiye devam
ediyoruz.

for sayi in [3,7,0,6,-4,6,-3,10,11]:
if sayi < O:

continue
print(sayi)
3
7
0
6
6
10
11

6.5 while Dongiisii

while (-iken) dongiisii, belirlenmis bir kosul bozulana kadar bir islem ya da islem gru-
bunu uygulamak i¢in kullanilir. Kosul her saglandiginda dongiideki islemler bir kez ya-
pilir. Kosul bozuldugunda dongii sonlanir.

Diinyanin en basit while dongiisiinii gorelim ve anlamaya caligalim:

a=5

while a<10:
print(a)
a=a+1l

© 00N o O,
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Yukaridaki programin Tiirkgesi su: a sayis1 5’tir (ilk satir). a sayis1 10’°dan kiiciik
oldugu siirece asagidaki girintili bloktaki komutlar1 sirasiyla tekrar tekrar uygula. Yani
a sayisini ekrana yazdir, sonra a’nin degerini 1 artir. a degeri 10’dan kiiciik oldugu siirece
"ekrana yazdir, 1 artir" islemini tekrarla. Peki, ne zaman duracak bu dongii? a 10 degerini
aldiginda a < 10 testinden gecmeyeceginden dongii orada duracak ve 10 sayisini ekrana
yazdiramayacak. Testten gecen son say1 9 olacaktr.

Simdi de asagidaki kodun yukaridakinden neden farkli oldugunu anlamaya ¢alisin.

a=b

while a<10:
a=a+l
print(a)

© 00N O

10

Ornek 6.5.1 Asagidaki kod ilk 20 asal sayiy1 liste olarak veriyor. Oncelikle asallar
adinda bosg bir liste olusturuyoruz. Bu listeye ilk 20 asali sayag diye bir degisken kul-
lanarak adim adim ekleyecegiz. sayag 1 ile baglayip 20 ile bitecek. Bir de asal say1
adayimuz olan p degiskeni var, onu da yine 1’den baglatiyoruz. while dongiisii sunu ya-
piyor: sayag 21°den kii¢iik oldugu siirece, eger p asal ise p’yi asallar listesine ekleyip
sayag degerini 1 arttir. Ardindan, bir sonraki asal say1 adayini test etmek icin p degerini
1 arttir. Benzer sekilde yeni degerler icin sayag hala 21°den kiiciikse islemleri yeni p
asal say1 adayi i¢in tekrarla. sayag 20’yi gectiginde dongii sonlanacaktir ve asallar
listesi goriintiilenecektir.

asallar=[ ]
sayag=1
p=1
while sayag<21:
if is_prime(p):
asallar.append(p)
sayag=sayag+1
p=p+1
asallar

[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
71]

Not 6.5.1 Aslinda SageMath’te asal sayilarin listesini temsil eden ve asallari listenin
indisiyle cagirmamiza imkan veren bir komut var: Primes (). Ornegin Primes () [0]
listenin ilk eleman1 olan 2 asalim verecektir. Yukarida elde ettigimiz listeyi Primes ()
komutunu kullanarak pratik bir sekilde olusturabiliriz:
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[ Primes() [i] for i in range(20) ]

[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
71]

Ornek 6.5.2 Asagidaki toplamu diisiiniin:

1+ l +.l +.l +.l +.l + ..
2 3 4 5 6
Ornegin ilk iki terimi toplarsak 1 + % = = = 1.5 elde ederiz. 11k 5 terimin toplam

ise

Nw

1 1 1 1 137
I+-+4+-4+-+_-=— ~2.2833.
+2+3+4+5 60

Sorumuz su: Bu sekilde en az kag tane terimi toplarsak sonu¢ 10’u gecer? Ama,
bi dakika! Belki de bu toplam 10 sayisina hi¢ ulagsmayacak! Neyse, biz simdilik 10’a
ulasacagini varsayip sadece algoritmamiza odaklanalim:

toplam=0

k=1

while toplam<10:
toplam=toplam+1/k
k=k+1

print(k-1)

print(toplam.n())

12367
10.0000430082758

Goriinen o ki 12367 tane terim toplarsak 10’dan biraz biiyiik bir say1 buluyoruz.
Programi yorumlayalim: Toplami O (toplam=0), k degerini de 1 (k=1) alarak ise bas-
ladik. toplam=0, 10’dan kii¢iik oldugundan, toplam degiskenine i yani 1 ekliyoruz.
Sonrada k’y1 1 arttirtyoruz. Giincellenmis degerler: toplam=1, k=2. Toplam 10°dan kii-

. v . o .. . 1 . .
¢iik oldugu siirece, k degerleri i¢in m eklemeleri yapip k sayisini 1 arttirip yeni toplam
tekrar test ediyoruz. Toplam 10’u gecince de dongii duruyor, bir hayli fazla dongiiden
sonra.

Yukarida gordiigiiniiz toplam, meshur harmonik seri:

j?tl = 14.1 + l_+}.+.l.+ 1.+.u
ok 2°3°4°5°6

Bu toplamin sonsuz oldugu ilk olarak 14. yiizyilda ispatlanmig. Sonrasinda da pek
cok ispat1 yapilmais.

Ornek 6.5.3 Simdi de SageMath, 6-6 gelene kadar zar atsin, 6-6 gelince de dursun.
Gelen zar ¢iftlerini de ekrana yazdiralim.
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zartoplam=3

while zartoplam != 12:
zarl, zar2 = randint(1,6), randint(1,6)
zartoplam=zarl+zar2
print( (zaril,zar2) )

[4, 6]
[3, 3]
[4, 1]
[2, 2]
[6, 5]
[5, 3]
[5, 5]
[1, 6]
[4, 5]
[6, 6]

Baslarken, zartoplamdegiskenine 12’den farkli herhangi bir deger atiyoruz ki dongii
baslasin. randint (1,6) komutunun [1,6] aralifindaki tam sayilardan "rastgele" bir tam
say1 liretmek icin kullanildigini belirtelim. Dongliyii yorumlamak size kalsin.

Ahstirma 6.5.1 f(x)= i—ﬁ fonksiyonuna kag defa bileske uygularsak

_ 283 x —882
441 x — 1606
fonksiyonunu buluruz?

Alistirma 6.5.2 f(x) = x% sin®® x fonksiyonu icin f®0) # 0 kosulunu saglayan en
kiiciik k dogal sayist kactir? (f® ifadesi k’ninct mertebeden tiirev anlamindadur. Tiirev
ile ilgili komutlar icin[7.3|numaraly alt béliime bakabilirsiniz.)

Ornek 6.5.4
A, =1999...9991
——

n tane 9
formundaki sayilar: diisiinelim. » > 200 kosulunu saglayan en kii¢iik A, asal sayisinda
(eger boyle bir asal varsa) kag tane 9 oldugunu bulalim. Oncelikle A,, dizisini asagidaki
gibi yazalim:

n
A, =1+10""+9 3 10F
k=1
Simdi de n say1sin1 200°den baslatarak bir while dongiisii yaratalim. Dongiiyii baglat-
mak icin ige asal olmayan bir A (1 alalim) sayisiyla bagliyoruz:

A=1
n=200
while is_prime ( A )==False:
n=n+1
A =1+ 10"(n+1) + 9*( sum( 10"k for k in [1..n] ) )
show(n)
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729

n degeri sayida kag¢ tane 9 oldugunu temsil ediyor. A = 1 asal olmadigindan testten
gececek ve n = 200 + 1 degeri ile A sayis1 hesaplanacak. Dongii basa donecek ve A
say1sinin asal olup olmadig1 test edilecek. Asal degilse bir sonraki say1 olan n = 202 icin
A hesaplanacak. Ta ki A asal olana kadar bu boyle devam edecek. Dongii bittiginde de
kac tane 9 oldugu ekrana yazdirilacak.

Not 6.5.2 Yukaridaki 6rnekte A, dizisini sonlu toplam kullanmadan,
A, =2x10"1 -9
formiiliiyle de ifade edebiliriz.

Ahstirma 6.5.3 x; = 1, x, = 12, x5 = 123, x4, = 1231, x5 = 12312, x4 = 123123,
x; = 1231231, ... bigciminde, basamaklar: sadece 1, 2, 3 rakamlarindan olugan sayt
dizisini diigiiniin. n > 100 kosulunu saglayan en kiiciik x,, asal sayist kagc basamaklidir?

Ahstirma 6.5.4

B,=111...11
——

n tane

Sformundaki asal sayilardan en az 1000 basamakly en kiiciik asal sayr ka¢ basamaklidir?

while dongiisiinde break ve continue komutlari

Pozitif tam sayilardan asal olmayan en az ilk kag tanesini toplarsak toplam 1000°den
biiyiik olur? Agagida buna cevap veren bir program var. Komutlari inceleyin. Zaten,
pek cogu tanidik komutlar. Sadece, continue komutunun belli durumlar1 atlamak i¢in
kullanildigina, break komutunun da iglemi sonlandirdigina dikkat edin.

a=0
b=0
while True:
a=a+l
if is_prime(a)==True:
continue
b=b+a
if b>1000:
print(a)
break
52

Ahstirma 6.5.5 numaralt drnekteki problemi break komutu kullanarak ¢oziin.
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6.6 Interaktif Arac Yaratmak: @interact Komutu

SageMath’deki en etkili, kullanigh ve de eglenceli komutlardan biri @interact komutu.
Ad1 iizerinde; bu komutu interaktif (etkilesimli) araclar olusturmak i¢in kullanacagiz.
Bunun giizel bir tarafi da yaratilan araci kodlama bilmeyenlerin de kullanabilmesi.

Cok basit bir 6rnekle baglayalim. Asagidaki girdi kutusundaki kodu oldugu gibi kop-
yalayip SageMath’te ¢alistirin.

Q@interact
def _( a=input_box(default=5) ):
print(a~2)

Bu, olabilecek en basit etkilesimli kodlardan biri. Kullanici bir say1 giriyor ve yanit
olarak girilen sayinin karesini elde ediyor.

Kodu biraz inceleyelim: @interact komutu ile bagliyoruz. Daha sonra fonksiyon ta-
nimlar gibi def komutunu kullaniyoruz, sonra da fonksiyonun ismi geliyor. Fonksiyona
bir isim verebiliriz, ancak bu isim herhangi bir yerde kullanilmayacagindan, genellikle
fonksiyon ismi olarak "_" isaretini kullaniyoruz. Bir a degiskeni tanimliyoruz ve varsa-
yilan deger olarak 5’1 atiyoruz.

Yukaridaki 6rnege bazi segenekler ekleyelim: 1k olarak 1abel komutu ile girdi ku-
tucugunu tanimlayan ifadeyi yazabiliriz.

Q@interact
def _( a=input_box(label="Bir sayi giriniz",default=5) ):
print(a~2)

Ornek 6.6.1 Simdi de iki tane say1 girisini kabul edelim ve bunlarin toplamini veren
etkilesimli bir ara¢ olugturalim. Asagida goriildiigii iizere birden fazla girdi olan tanim-
lamalarda her bir girdi maddesini alt satira gecerek tanimlamak kodun agik secik goriin-
mesi agisindan onemli. Agag: satira gecmek icin ’a basinca, uygun girinti konu-
sunda SageMath burada bize yardimci oluyor.

@interact
def _(
a=input_box(label="1. sayiyi giriniz" , default=5),
b=input_box(label="2. sayiyi giriniz" , default=8)
):

print("Sayilarin toplami:" , a+b)

Birinci sayy! giriniz | 5
ikinci sayy giriniz | 8

Sayilarin toplami: 13
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Ornek 6.6.2 x ve y arahiklarii kullanicinin girdigi, verilen bir fonksiyonun grafigini
cizen bir 6rnegi inceleyelim:

var("x y")
Q@interact
def _(f=input_box(label="$f (x)$",default= x*exp(-x~2),width=50 ),
aralik_x=input_box(label="$x$-araligi",default= (-1,1),width=25),
aralik_y=input_box(label="$y$-araligi",default= (-1,1),width=25 ),
boyut=slider( [1..10] ,label="Grafik Boyutu",default= 5 ),
oran=slider( [ 1/4, 1/2, 1, 2 , 4 , 8 , 16 ] ,label="Grafik
Orani",default= 1 ),
eksen_check=("Eksenleri Géster", True)
):
a=aralik_x[0]
b=aralik_x[1]
c=aralik_y[0]
d=aralik_y[1]
graf=plot( f, color="brown", ymin=c, ymax=d, xmin=a , xmax=b,
aspect_ratio=oran, figsize=boyut )
if eksen_check==True:
show( graf , frame=False, axes=True, axes_labels=["$x$","$y$"] )
if eksen_check==False:
show( graf , frame=True, axes=False, axes_labels=["$x$","$y$"] )
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fix) | wrer-x~2)
x-arahdi | (-1, 1)
y-arahi | (-1, 1)
Grafik Boyutu 5
Grafik Orani 1

Eksenleri Goster

1.0 +

0.5 1

T T
-1.0 —0.5 0.5 1.0

_0.5 -

—-1.0 4

Yukaridaki kodlar i¢in birka¢ agiklama/yorum:

1. f(x)fonksiyonu ve eksen araliklar1 i¢in toplam ii¢ tane input_box olusturuyoruz.
Girdi kutucuklar1 i¢in kutucugun boyutunu width komutuyla belirliyoruz.

2. Grafigin boyut bilgisi i¢in bir kaydirga¢ kullantyoruz. Bunu slider komutu ile
yapiyoruz. Boyut bilgisi [1,10] araligindan secilerek boyut degiskenine atantyor.
Kaydirgag kullanmak istemezseniz daha 6zgiir bir girdi hakki veren input_box
kullanmak burada da miimkiin tabii ki.

3. Boy/en oran1 da benzer sekilde oran degiskenine ataniyor. Bu defa degerler agik
secik verilmis bir listeden segiliyor.

4. Eksenleri gosterip gizlemek i¢in onay kutusunu (checkbox) yukaridaki gibi olus-
turuyoruz. Varsayilan tercih True. Yani eksenler baglangicta gortiniiyor.

5. Bu maddeye kadar kullanicidan alinacaklar alindi. Simdi de x-aralig1 (a, b), y-
araligi (c, d) olacak sekilde a, b, ¢, d atamasini yapiyoruz.
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6. Grafigi kosullu bir sekilde (if kullanarak) gosteriyoruz. Bunu yaparken eksenler
ve cerceve seceneklerini onay kutusuna gore segiyoruz.

Asagida tamamen ayn1 sonucu veren ama biraz daha pratik yazilmig bir kod var. Bunu
inceleyip yorumlamak da size kalsin.

var("x y")
Q@interact
def _(f=input_box(label="$f (x)$",default= x*exp(-x~2),width=50 ),
aralik_x=input_box(label="$x$-araligi",default= (-1,1),width=25),
aralik_y=input_box(label="$y$-araligi",default= (-1,1),width=25 ),
boyut=slider( [1..10] ,label="Grafik Boyutu",default= 5 ),
oran=slider( [ 2"k for k in [-2..4] ] ,label="Grafik
Orani",default= 1 ),
eksen_check=("Eksenleri Goéster", True)
):
a,b,c,d = aralik_x[0] , aralik_x[1] , aralik_y[0] , aralik_y[1]
graf=plot( f, color="brown", ymin=c, ymax=d, xmin=a , xmax=b,
aspect_ratio=oran, figsize=boyut )
show( graf , frame=(not eksen_check), axes=eksen_check,
axes_labels=["$x$","$y$"] )

Renk segicisi ve selektor iceren hizli bir 6rnekle bu alt boliimii noktaliyoruz.

Ornek 6.6.3 Asagidaki interaktif ara¢ metin ve matematiksel ifadeden olusan gorseli
kullanicinin a¢1 se¢imine bagli olarak pozitif yonde ¢eviriyor:

Q@interact

def _(

renk = color_selector( widget = "colorpicker" , label = " " , default =
"mediumvioletred" ),

cevir = selector([ 0, 45, 90] , buttons=True , label=" " , default=45 )

R

metin = text( r" kok iki $\sqrt{2}$" , (0,0) , axes=False,
fontsize=30 , fontweight="bold" , color=renk , rotation=cevir )
show(metin)
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#c71585 ]

0 45 90

Baz detaylar:

1. Renk secimini nasil etkin hale getirdigimizi bu 6rnekte goriiyoruz. Kullanici iste-
digi rengi renk segicisiyle belirliyor ve bu bilgi renk degiskenine atantyor. Var-
sayilan renk olarak mediumvioletred rengini kullandik. Nereden mi bulduk bu
rengi? colors komutu ile! SageMath’e colors yazip calistirin, onlarca renk ter-
cihi goreceksiniz. Daha kapsamli renk segenekleri [3.8] numarali alt boliimde.

2. Bir de selektor kullanimi var bu 6rnekte. Seceneklerimizi selector komutu ile
giriyoruz. Bu 6rnege 6zel olarak 0, 45 ve 90 seceneklerini kullaniciya gosterip,
onun secimini cevir degiskenine atiyoruz. Segenekleri agilir liste seklinde gos-
termek istersek buttons=True ifadesini hi¢ kullanmayabilir ya da True yerine
False yazabiliriz.

3. Daha genel bir se¢cim grubu olusturabiliriz, yani sadece say1 degil, metin de kulla-
nilabilir. Genel olarak, if cevir=="45": geklinde bir sartli yap1 ¢ok daha kul-
laniglt olacaktur.

4. Ne renk ne de cevir icin etiketleme kullandik. Ikisinin de ne ifade ettigi kullanici
icin acik secik oldugundan etikete gerek duymadik.

5. Kalan kisimda orijine matematiksel bir ifade de iceren bir metin yerlestiriyoruz.
Eksenleri gizliyoruz. Diger detaylari inceleyip kesfedin.

Ahstirma 6.6.1 x > 0 olmak iizere
. X
y/ax = sin (—)
a

denklemini a > 0 parametresine bagl olarak grafik kullanarak inceleyin. Bunun icin a
parametresini kaydirgag ile kontrol edeceginiz interaktif bir arag yaratin. Ornegina = 1
oldugunda denklemin sadece x = 0 kokiiniin oldugunu goreceksiniz.
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a. a = 0.23 icin denklemin kag farkll kokii vardir.

b. Denklemin 3 farkli kokiiniin oldugu bir durum var midir? Varsa, buna uygun bir
a degeri belirtin.

¢. Denklemin 1000 tane farkli kokiiniin oldugu bir durum miimkiin mii? Aciklayn.

6.7 Animasyon

Bu alt boliimde SageMath ile nasil animasyon olusturacagimizi gorecegiz. SageMath
icin anima§yon demek herhangi bir nesnenin parametreye bagli degisimini gostermek
demektir. Ornegin

y =sinkx

fonksiyonunu diistiniin. Her farkli k degeri farkli bir grafik verecektir. Mesela, k = 0
degerinden baglayip k = 5 degerine kadar 0.2’lik sigramalarla pek cok grafik elde ede-
biliriz. Bu grafikleri adeta cizgi film olusturuyor gibi art arda koyacak olursak bir ani-
masyon elde ederiz. Iste SageMath bizim igin agagida tam da bunu yapiyor. Komutun adi
animate, yani canlandir. Aslinda yaptigimiz sey parametreye bagl bir liste olusturup
bunu animate komutu ile canlandirmak. Asagidaki kodu calistirip animasyonu goriin.

animate( [ plot( (sin(k#*x)), aspect_ratio=1, xmin=-3, xmax=3, ymin=-1.1,
ymax=1.1 ) for k in srange(0,5,.2) ] )

Oranlama (aspect_ratio) ve x,y araliklarini girmek, gorsel kontrolu saglamak igin
genellikle iyi fikir.

Ornek 6.7.1 (Kontur Grafik Animasyonu) Simdi de
foy=xt+yt+2(x2—1)" = (p+17

fonksiyonunu ve bu fonksiyonun asagidaki grafigini diigiinelim:
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Grafigi verilen bu yiizeyi yatay bir diizlemle kesip, ara kesitini alirsak seviye egrilerinden
birini buluruz. Ornegin agagidaki kapal: fonksiyon bunlardan biri; elde edilen grafik de
denklemin hemen altinda:

a2 (-1 -+ 1P =-15

| 0 0

Simdi bunu pek cok diizlem ile yapip pek cok seviye egrisi bulalim ve biitiin ¢iktilar:
kullanarak bir animasyon elde edelim. Bu aslinda kontur grafiklerin animasyonu demek.
Kontur grafik ile ilgili detaylar1[5.7|numarali boliimde bulabilirsiniz.
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animate( [ contour_plot( x74 + y~4 + 2*x(x"2-1)"2-(y+1)"2 , (x,-4,4),
(y,-4,4), contours=[k], fill=false ) for k in srange(-3,5,.3) ] )

Goriintiileyeceginiz animasyon k degerinin —3’ten 5’e kadar 0.3’liikk sigramalarla olu-
sacak z = k diizlemlerinin verilen yiizeyle ara kesiti olan egrilerin olusturdugu bir ani-
masyon olacaktir.

Not 6.7.1 Bu animasyon manyetik rezonans (MR) tomografinin goriintiilerini andiriyor.
Onlar da aslinda diizemsel kesitler gibi diisiiniilebilir.

Ornek 6.7.2 (Kiiciiliip Kiiciilen Sayilar) Asagidaki kodu ¢alistirin ve animasyonu go-
riin. Bunu yorumlamak da okuyucuya kalsin.

animate( [ text( round(k,1),(0,0), axes=False, fontsize=10x*k,
color="gray" ) for k in [ 5-j for j in srange(0,5,.2) 1 1 )

Ahstirma 6.7.1 Birer derecelerle saat yoniinde donen, ve dondiigii acryt yazan sayi-
larin animasyonunu yapwn. Ornegin 12 derece saat yoniinde donmiis bir 12 sayisi bu
animasyonun karelerinden biri.

Ahstirma 6.7.2 y = sin x egrisi boyunca hareket eden bir parabol animasyonu prog-
ramlayin.




Bolium 7

SageMath ile Ileri Matematik

Bu boliimde tek ve ¢ok degiskenli kalkiiliis, diferensiyel denklemler ve lineer cebir gibi
alanlarda SageMath kullanimin1 ve bazi 6nemli komutlar1 inceleyecegiz.

7.1 Yaygin Kullanilan Fonksiyonlar

Asagidaki tablolarda sik kullanilan bazi fonksiyonlarin SageMath komutlar verilmistir:

Fonksiyon Komut

Karekok sqrt(x)
Mutlak Deger abs(x)
Ustel  exp(x)

Dogal Logaritma 1n(x) veya log(x)
a Tabaninda Logaritma log(x , a)

Fonksiyon Komut
Sintis  sin(x)
Kosiniis  cos(x)
Tanjant tan(x)
Kotanjant  cot (x)
Sekant sec(x)
Kosekant csc(x)
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Fonksiyon Komut Fonksiyon Komut
Arksintis  arcsin(x) Siniis hiperbolik  sinh(x)
Arkkosiniis arccos (x) Kosiniis hiperbolik  cosh(x)
Arktanjant arctan(x) Tanjant hiperbolik  tanh(x)
Arkkotanjant arccot (x) Kotanjant hiperbolik  coth(x)
Arksekant arcsec(x) Sekant hiperbolik  sech(x)
Arkkosekant arccsc(x) Kosekant hiperbolik  csch(x)

Not 7.1.1 Ters trigonometrik fonksiyonlar icin fonksiyonlarin basina arc yerine a ek-
lesek de olur. asin, atan gibi. Kiigiik bir 6rnek:

asin(1) , acos(l) , atan(l) , acot(l) , asec(l) , acsc(l)

(1/2*pi, 0, 1/4*pi, 1/4xpi, 0, 1/2%pi)

7.2 Limit

Basit bir limit problemiyle baglayalim:

x3—1

x—1 x—1

limit( (x73-1) / (x - 1), x = 1)

3
Limit almak i¢in 1imit veya 1im komutunu kullaniyoruz. Yukaridaki ornekte x, 1’e

gidiyor; bunu x = 1 seklinde ifade ediyoruz. Bir 6rnek daha:

. 1l=e*
lim
x—0 X

lim( (1-exp(-x)) / x , x = 0)

1
Simdi de biraz karmasik goriinen asagidaki limiti diiglinelim:

_sin (x18 —x20)
lim —=
x>0 1 —cosx?®

lim( sin(x~18-x"20)/(1-cos(x"9)) , x = 0)

2
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SageMath hizl bir sekilde sonucun 2 oldugunu sdyliiyor. Normal sartlarda bu problem
icin 18 defa L’Hospital Kurali uygulamamiz gerekir ki bu da pek cok tiirev almak ve
karmasik islemler yapmak demek.

Sagdan limit icin dir = "plus",dir = "right" yadadir = "+"; soldan limit
icindedir = "minus",dir = "left"yadadir = "-" kullanilabilir. Buradaki dir
ifadesi direction (yani yon) kelimesinin kisaltilmig hali. Hizli bir 6rnek:

lim Inx
x—0t
limit( In(x), x = 0, dir="plus")
-Infinity
Bir 6rnek daha:
(x=1)"

1 :
x—1*+ sin(zx)

limit( (x-1)"x / sin(pi*x), x = 1, dir="+" )

-1/pi

Asagidaki ornekte tam deger fonksiyonunun 5 noktasindaki soldan ve sagdan limitini
buluyoruz:

li li
Apbd ve tip

lim( floor(x) , x=5, dir="-" ) , lim( floor(x) , x=5, dir="+" )

(4, 5)

Bagimsiz degiskenin sonsuza gittigi limitleri de asagidaki orneklerdeki gibi hesap-
layabiliriz. Sonsuz (co) ifadesini Infinity, infinity ya da simgesel olarak sonsuz
isaretine biraz benzeyen yanyana cift kiigiik o harfi, yani "oo" seklinde yaziyoruz.

Basit bir ornek:

. 4x—11
lim
x—oo 3x + 13
lim( (4*x-11) / (3*x+13) , x = 00)
4/3
Son bir limit 6rnegi:
) xInx
lim
X—>00

1+ x?
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lim( sqrt(x)*log(x) / sqrt(x"2+1), x = 00)

0

Not 7.2.1 Limitleri alinan yukaridaki fonksiyonlarin grafiklerini uygun araliklarda ¢iz-
dirip limit degerlerini gbzlemleyebilirsiniz.

Ahstirma 7.2.1 Asagidaki limitin degerini SageMath ile hesaplayin:

1—cos x

lim x
x—0t

7.3 Tiirev ve Kismi Tiirev

Tiirev almak i¢in kullanilan komutlar diff ya da derivative. Ornegin y = sin x fonk-
siyonunun x degiskenine gore tiirevini alalim:

diff(sin(x) , x )

cos(x)

Yiiksek mertebeden tiirev de benzer sekilde hesaplaniyor. Asagida y = cos (In x) fonksi-
yonunun 7’nci mertebeden tiirevini aliyoruz ve sonucu daha anlagilir gdrmek i¢in show
komutunu kullaniyoruz.

diff( cos( log(x) ) , x , 7 ) .show()

1050 cos(log(x)) 730 sin(log(x))
x7 + x7

Kismi tiirev de ayni komut ile hesaplanir. Ornegin asagidaki cok degiskenli fonksi-
yonun y de8iskenine gore kismi tiirevini hesaplayalim:

__ X
fy =5
var ( llyll )
diff ((x*xy)/(2xx-3%y) , y ).show()
X 3 xy
2x-3y = (2x-3y)
Son olarak da
x—=2y

g(x,y) = xe”

fonksiyonunun x degiskenine gore 100’lincii mertebeden kismi tiirevinin (-2, 1) nokta-
sindaki degerini bulalim.
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var("y")

x_turev = diff (x*exp(-x-2*y) , x , 100 )
show(x_turev)

x_turev.subs(x=-2, y=1 )

xe=¥72%) _ 100 e(~*-2¥)
-102
Ahstirma 7.3.1
F(u,v, w) =log (u + log (v + log (w)))

foksiyonunun w degiskenine gore dordiincii mertebeden kismi tiirevinin (1, 1, 1) nokta-
sindaki degerini bulun.

Ahstirma 7.3.2 x > 0 olmak iizere, x* ifadesinin en kiiciik degerini yaklasik olarak
bulun. B-3|numarali alt boliim kok bulmada yardimer olabilir.

7.4 Belirsiz Integral

Integral icin integrate (integralini al) veya integral (integral) komutlarmi kullani-
yoruz. Asagidaki belirsiz integrali hesaplayalim:

/ dx
1+ x2

integrate(1/(1+x72), x)

arctan(x)

Goriildiigii iizere fonksiyonu girdikten sonra integrali x degiskenine gore almak istedi-
gimizi belirtiyoruz. SageMath cevapta belirsiz intagraldeki +C sabitini gostermemeyi
tercih ediyor.

Biraz daha karmagik bir 6rnek:

[V R

integral( sqrt(il-sqrt(x)), x).simplify_ full().show()

4
4 <3x— \/’—2>\/—\/§+ 1
Bir de agagidaki integrali s = 1,2, 3 i¢in SageMath yardimiyla hesaplayalim:

/exs dx
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A = [ integral( exp(x7s), x ) for s in [1,2,3] ]
show (A)

=

1. . X
ex,—zz\/;erf(zx),— T
3(—x3)3

Yukarida elde ettigimiz sonug s6z konusu ii¢ durumu listeliyor. s = 1 durumu ¢ok
masum bir integral verse de diger iki durum temel fonksiyonlarla ifade edilemeyen in-
tegral sonuglar veriyor: s = 2 durumu hata fonksiyonu (error function) denilen erf
fonksiyonu ile, s = 3 durumu da I fonksiyonu (gama fonksiyonu) ile ifade ediliyor.

Simdi de cok degiskenli fonksiyonlar icin iki 6rnek inceleyelim. Isleyis tamamen
ayni; sadece komutu birden fazla kez kullaniyoruz.

// cos(In(xy)) dxdy

var("x yn)
integral(integral(cos(log(x*y)), x),y).simplify_£full().show()

2 xysin (log (xy))

/// wxzyz3 dxdydwdz

var("x y z w")
integral(integral (integral (integral ( w*x~2*y*z~3 , x),y),w),z).show()

1 2324
JWxXyz

7.5 Belirli Integral

Basit bir belirli integral 6rnegi ile baslayalim:

1
/ x2dx
0

integrate(x”2, x, 0, 1)

1/3
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Integral araligini nasil girdigimizi inceleyin. Bir 6rnek daha:

1
2
/ el dx
0

integrate(x~3*exp(1+x~2), x, 0, 1)

1/2%e

Asagidaki ornekte b > 0 ve ¢ > 0 varsayimlarini eklemek icin4.6|numarali bolimde
gordiigiimiiz assume komutunu kullaniyoruz:

c
/ dx
e X2+ 2kx+ K2+ b

var("c b k")

assume (b>0)

assume (c>0)

integral(1/( x~2+2*k*x+(k~2+b)), x , -c, c).show()

art<7:> i t(_TQ
Vb Vb

Alstirma 7.5.1 Asagida integrali alinan fonksiyon (0, 1) araliginda pozitif oldugundan,
belirli integralin sonucu da pozitif olacaktir. Integrali SageMath ile hesaplayip esitsizligi

yorumlaywmn:
1 4 4
1=
/ udx >0
0 14 x2

Ahstirma 7.5.2 (Katenari) Zincir egrisi de denilen katenari, iki ucundan tutulan bir
zincirin kendi agirhigun etkisiyle olusturdugu egriye verilen ad. Bu egri asagidaki hi-
perbolik fonksiyon ile tamimlaniyor:

y = acosh (E )
a
Farkly a degerleri icin bu egrinin grafigini ¢izin ve egri uzunlugu formiiliinii kullanarak

a=2icin 0 < x <3 araliginda egri uzunlugunu hesaplaym.

iki ya da ¢ok kath belirli integraller de ayn1 islemin tekrariyla hesaplanir. Uc kath
bir integral iceren bir 6rnek verelim:
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1 1-x l—x—y
/ / / xyzdzdydx
0 0 0
var("x y z")

integrate( integrate( integrate( x*y*z, (z, 0, 1-x-y) ), (y, 0, 1-x) ),
(x, 0, 1))

1/720

7.6 Has Olmayan Integral

Has olmayan integralleri de belirli integrallere benzer sekilde hesapliyoruz. Sonsuzu (co)
belirtmek icin infinity, Infinity veya oo komutlarim1 kullandigimizi hatirlatalim.

Ornekleri inceleyiniz:
/ e *dx
0

integrate(exp(-x), x, 0, infinity)

1

integrate(1/sqrt(x), x, 0, 1)

2

/°° dx
oo 14+ x4

integral(1/(1+x~4), x , -o0o, 00).show()

L Vi
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sonuc = integrate(exp(-x)/sqrt(x), x, 0, infinity)
show (sonuc)

\/;

Ahstirma 7.6.1 a € R olmak iizere, asagidaki has olmayan integrali hesaplaymn:

/°° dx
oo X2+ 2ax+a?2 41

Ahstirma 7.6.2 Asagidaki has olmayan integrali k = 1,2,3,4,5 icin hesaplaymn:

© .k
sin® x
/ . dx
Coo X

Ahstirma 7.6.3 Asagidaki integrali hesaplayin:
/ X2 4+3x+1
— —dx
0 x4 +1

7.7 Niimerik Integral

Belirli integrali hesaplamak bilinen integral yontemleriyle her zaman miimkiin olmaya-
bilir. Bu durumlarda integral_numerical komutunu asagidaki gibi kullanarak integ-
ralin niimerik yaklagik degerini hesaplayabiliriz:

™ sin x
—dx
0 X

integral_numerical(sin(x)/x, 0, pi)

(1.8519370519824667, 2.05606315526737e-14)

Yukarida SageMath’in verdigi ilk deger integral sonucunun yaklagik degerini, ikinci
deger de yaklagik hatay1 vermekte. Hata sifira oldukca yakin.

numarali boliimde s = 1,2, 3 i¢in inceledigimiz integrallerin asagidaki belirli
integral halini niimerik olarak hesaplayalim:

1
S
/ex dx
0

[ integral_numerical( exp(x”s), O, 1 ) for s in [1,2,3] ]

[(1.718281828459045, 1.9076760487502454e-14),
(1.4626517459071817, 1.6238696453143372e-14),
(1.3419044179774198, 1.4898131816847513e-14)]
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Not 7.7.1 Yukaridaki integraller verilen fonksiyonlarin (0, 1) araligindaki grafiklerinin
altindaki alan1 verir. Bu ii¢ fonksiyonun grafiklerini verilen aralikta ¢izdirip kiyaslamaniz
cevaplari daha anlasilir yapacaktir.

Ahstirma 7.7.1 Optikte kullanilan Fresnel integralleri asagidaki gibi tanimlanir:

S(x):/xsin () dt, C(x):/xcos(tz) dt
0 0

S(1) ve C(1) degerlerini niimerik olarak bulun.

7.8 Diziler

Dizi en somut ve SageMath’e tanidik bir ifadeyle bir listedir. Asagida 10 terimli bir dizi

Ornegl var.
{ . I } 1—
n+ n

Bu dizinin terimlerini listeleyelim:

[ x/(k+1) for k in [1..10] 1]

[1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 6/7, 7/8, 8/9, 9/10, 10/11]

Simdi de matematiksel olarak daha ilgi c¢ekici olan agagidaki sonsuz terimli diziyi

du §unehm.
{ . I } =
n+ n

Sonsuz terimli bir dizi i¢in dnemli sorulardan biri ¢ok biiyiik n degerleri i¢in dizinin
terimlerinin belli bir say1ya yaklasip yaklasmadigi, yani limitinin olup olmadigidir. Bunu
niimerik olarak gormek istersek dizinin belli sayida terimini yukarida yaptigimiz gibi
listeleyebiliriz. SageMath ile limit hesaplamadan 6nce, ilk 100 terimin grafiksel ifadesini
gorelim:

list_plot( [k/(k+1) for k in [1..100] 1 )

0.9 4

08+ =

0.7 4

0.6

0.5 4
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Yukaridaki grafik, dizinin terimlerinin 1’e ¢ok yaklasacagi, yani dizinin limitinin 1
oldugu hissini veriyor. Bunu limit alarak dogrulayabiliriz. Diziler i¢in limit tipki fonksi-
yonlarda yaptigimiz gibi hesaplanir. Komut 1im veya 1imit:

lim ——
k—oo k+1

var ("k")
lim( k/(k+1) , k=oo )

1

Yukaridaki sonucun grafik ile ortiistiiglinii goriiyoruz.

Not 7.8.1 Bir dizinin davramisinmi grafik yardimiyla daha iyi anlamak icin birkag ipucu:

1. Yukaridaki grafigi y = 1 dogrusunun grafigi ile ayn1 koordinat sisteminde ¢izdi-
rerek daha ikna edici bir sonug elde edebilirsiniz. Birden fazla grafik 6gesi kullan-
mak i¢in [3.TT|numaral1 boliime bakabilirsiniz.

2. Davramis1 yukaridaki grafik kadar belirgin olmayan dizilerde 1ist_plot komu-
tuna plotjoined=True segenegini ekleyebiliriz. Boylece art arda gelen noktalari
bir dogru pargasiyla birlestirip daha belirgin bir resim elde etmis oluruz. Ornek
icin agagidaki satir1 calistirabilirsiniz.

list_plot( [ (-1)"n*n/(n+1) for n in [1..50] ] , plotjoined=True )

3. Dizinin biiyiik sayilardaki davranigim1 anlamak igin, grafik biiyiik sayilardan bag-
latilabilir. Mesela, 10!9°dan 10'° + 100’e.

Iki limit 6rnegi daha verelim:

==

lim (1)
k—oo \ k

var("k")
lim( (1/k)~(1/k) , k=oo0 )

1
. k
lim
k—oo k /k'
var("k")

limit( k/(factorial(k))~(1/k), k=00 )

e
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7.9 Sonlu Toplam

Bir dizinin sonlu sayida elemanlarinin toplamini sum (yani, foplam) komutuyla hesapla-
yabiliriz. Ornegin:
5
2
k=1

Var("k")
sum( k2 , k , 1, 5)

55
Asagida { nl2 } dizisinin ilk 20000 teriminin toplaminin yaklasik degerini buluyoruz:
var ( n i n )
toplam=sum( 1/i"2 , i , 1, 20000 )
n(toplam)

1.64488406809821

7.10 Seriler

Sonsuz terimli dizilerin terimlerinin toplamina seri dendigini hatirlayiniz. SageMath
sonsuz toplami da sonlu toplama benzer bir sekilde hesapliyor. Ornegin

< 1

toplamina bakalim:

sum(1/k"2, k, 1, oo)

1/6%pi~2

Bu sonug serinin yakinsak oldugunu soyliiyor bize. Ayrica bu sonucun niimerik ifadesini
bularak, onceki boliimde elde ettigimiz 20000 terimin toplamina oldukga yakin oldu-
gunu gorebilirsiniz.

Asagida, [6.5] numarali alt boliimde bahsettigimiz Harmonik Seri var. SageMath bu-
nun bir 1raksak seri oldugunu "Sum is divergent" cevabiyla ifade ediyor.

o
k=1

ol
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sum(1/k, k, 1, 00)

ValueError: Sum is divergent.

Bir 6rnek daha:

~

M
&

3
I

var("m")
sum(m~7/7"m, m, 1, infinity)

285929/11664

7.11 Taylor ve Maclaurin Serileri

Reel (ya da kompleks) bir f fonksiyonunun, a bir reel (ya da kompleks) say1 olmak iizere,
a noktasinda sonsuz defa tiirevlenebildigini varsayalim. f fonksiyonunun a noktasindaki
Taylor serisi asagidaki gibi tanimlanir:

X £(n)
=Y LD ay
n=0 '

Bu seriye a = 0 6zel durumunda Maclaurin serisi de denir. Ik n + 1 terimden olu-
san sonlu toplama »’inci Taylor polinomu diyoruz ve bu polinomu taylor komutunu
kullanarak elde ediyoruz. Asagida komutun iki farkli kullanim bic¢imi var.

Ilk olarak, 6rnegin

f)y=e>

fonksiyonunun x = 0 noktasinda 9’uncu dereceden Taylor polinomunu bulalim:

taylor( exp(-x), x, 0,9 )

-1/362880*x"9 + 1/40320%x78 - 1/5040%x~7 + 1/720%x"6 - 1/120%x"5 +
1/24%x74 - 1/6%x73 + 1/2%x"2 - x + 1

Simdi de
f(x)= x% cos x

fonksiyonunun x = z noktasinda 4’iincii dereceden Taylor polinomunu buluyoruz:

f=x"2*cos (x)
show(f.taylor(x,pi,4))

—%(ﬂ'—x)“(ir2 — 12) —JT(JT—X)3 +%(7r—x)2(7z'2 —2) —7*+2x(x - x)
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7.12  Vektor islemleri

Asagida v = (1,2,3) ve w = (0, -2, 1) vektorlerini tanimliyoruz:

v=vector( [1,2,3] )
w=vector( [0,-2,1] )

Tanimladik. Simdi bu iki vektor ile cesitli iglemler yapalim. Mesela, v + w ve 2v — 3w
lineer kombinasyonlarin1 hesaplayalim:

v+w

1, 0, 49

2%y -3*w

(2, 10, 3)

I¢c Carpim

I¢ (skaler) ¢arpim icin dot _product komutunu ya da * (asterisk) isaretini kullaniyoruz.
Ornegin v - w islemi asagidaki gibi yapilabilir:

v.dot_product (w)

-1

Vektorel Carpim

Vektorel carpim i¢in cross_product komutunu kullamyoruz. Asagida sirasiyla v X w
ve w X v islemleri var. Burada siranin 6nemli oldugunu hatirlatalim.

v.cross_product (w)

8, -1, -2)

w.cross_product (v)

(-8, 1, 2)
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Vektor Uzunlugu

Bir v vektoriintin uzunlugunu, yani |v| degerini norm komutunu asagidaki sekillerde
kullanarak bulabiliriz:

v.norm()

sqrt (14)

norm(v)

sqrt (14)

7.13 Matris Islemleri

Bir matrisi tanimlamak i¢in matrix komutunu kullaniriz. Ornegin asagidaki A matrisini
tanmimlay1p show komutuyla gosterelim:

1 2 3
A=<456>

A = matrix([[1,2,3],[4,5,6]])
show(A)

1 2 3
4 5 6

Matris tanimlamanin bir bagka yontemi de 6nce matrisin boyutunu sonra da art arda
satirlar1 girmek. Ornegin:

A=matrix( 2,3, [1,2,3,4,5,6] )
show(A)

/N
Q.
(VN
AN W
~_—

Ozel olarak kare matrisler igin sadece satir sayisin1 belirtmek yeterlidir. Ornegin
matrix(2,2, [1,2,3,4]) matrisi matrix(2, [1,2,3,4]) seklinde de ifade edi-
lebilir.

Simdi de toplama, ¢ikarma, skalerle carpma ve matris ¢arpimi iglemlerini inceleye-
lim. Bunun i¢in 6nce iki matris tanimlayalim:

A=matrix( 2, [4,-1,1,0] )
B=matrix( 2, [-1 4,0] )
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A ve B matrislerini tammladik. Simdi agagidaki islemleri takip edin:

show(A)
4 -1
1 0
show(B)
-1 1
4 0
show (A+B)

RS
W W
o o
N——

show (A-3%*B)

show (A*B)

(3 1)

show( A"2-B"2 )
show( (A-B)*(A+B) )
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Alistirma 7.13.1 Asagida verilen A ve B matrisleri icin (A + B)? ve A> + 2AB + B?
iglemlerini yapin ve sonucu yorumlaymn:

(21) e (20)

Ahstirma 7.13.2

matrisi veriliyor. SageMath’te

a. K matrisini tammlaymn.
b. K7 matrisini hesaplaymn.

c. 21000 K’ toplamini hesaplayn.

i=1

Asagida birim matrisin kullanildig1 birka¢ drnek var. Goreceginiz iizere k X k boyu-
tunda birim matris i¢in matrix.identity (k) komutu kullanilir:

show(matrix.identity(2))

(o 1)

Birim matrisi matris islemleri i¢inde kullaniyorsak 1 olarak yazabiliriz:

A=matrix( 2, [4,-1,1,0] )
show(A+matrix.identity(2))
show (A+1)

Benzer sekilde, asagida 7 dedigimiz sey de birim matrisin 7 kat1 anlamina geliyor:

A=matrix( 2, [4,-1,1,0] )
show (A-7)

(7 3)

show (A"2-4*A+1)
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(65)

Simdi de asagidaki M matrisi ile baz1 yaygin kullanilan islemleri yapalim:

1 0 -2
M=|0 1 3
01 -1

M=matrix( 3, [ 1,0,-2,0,1,3,0,1,-1 1 )

M matrisinin devrigi (transpozu), yani M T:

show( M.transpose() )

1 0 0
0 1 1
-2 3 -1
M matrisinin izi (trace), yani tr(M):
show( M.trace() )
1
M matrisinin determinanti, yani det(M ):
show( M.det() )
-4
M matrisinin ters matrisi, yani M -1.
show( M.inverse() )
1 1
O l 2
T 1
07 -7

M matrisinin indirgenmis eselon formu:

show( M.rref() )
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S O~
S = O
- o O

M matrisinin ranki, yani Rank(M):

show( M.rank() )

M matrisinin ek (adjoint) matrisi, yani EK(M):

show( M.adjugate() )

-4 -2 2
0 -1 -3
0 -1 1

M matrisinin karakteristik polinomu:

show( M.charpoly() )

x> —x*—4x+4

M matrisinin 6zdegerleri (eigenvalues):

show( M.eigenvalues() )

[2,1,-2]

Son olarak, daha kapsaml: bir sekilde 6zdegerler (eigenvalues) ve onlara karsilik ge-
len 6zvektorler (eigenvectors) ve cebirsel ¢okluklarini (algebraic multiplicities) birlikte
veren bir komut:

show( M.eigenvectors_right() )

[0 =5 =9)] ) a0 o (=2 [(1 =5 5)] )]

Yukaridaki son ¢iktida, M matrisinin 2, 1 ve -2 olmak iizere ii¢ tane 6zdegerinin
oldugunu goriiyoruz. Bununla birlikte her bir 6zdegerin yaninda ona karsilik gelen 6z-
vektorii ve cebirsel ¢oklugu da veriliyor. Ornegin 2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

<1, —%, —%) ve bu 6zdegerin cebirsel ¢coklugu 1.
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7.14 Dogrusal Denklem Sistemleri

SageMath ve benzeri matematik yazilimlarinin becerikli olduklari alanlardan biri de
dogrusal (lineer) denklem sistemi ¢cozmektir. Asagidaki drnekler tizerinden denklem sis-
temlerini SageMath ile nasil ¢6zecegimizi gorelim.

Ornek 7.14.1
x+y=7
x—y=11

var("y")
solve( [ x+y==7, x-y==111, (x,y) )

[[(x==9,y=="-2]]

Ornek 7.14.2

3x+y—11z =700
x—9y—2z=600

var("y Z")
cozum=solve( [ 3*x+y-11*z==700, x-9%y-2*z==600 1, (x,y,z) )
show(cozum)

=—r3— —

Hx_ﬂrers 5 275z—rH
TR BT TV T 7 027"

Coziim ry diye bir parametre iceriyor. Bu parametreye bagli sonsuz ¢dziim buluna-
bilir.

Ornek 7.14.3
x—y+5z=1
-x+y+z=4
x—y+z=1

var("y Z")
cozum=solve( [ -x+y+z==0, x-y+z==1, x-y+b*z==1 ], (x,y,z) )
show(cozum)

1

Goriildiigu tizere eleman1 olmayan bir liste elde ettik. Buradan sistemin ¢oziim kii-
mesinin bog kiime oldugunu anliyoruz.
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Ahstirma 7.14.1 Asagidaki denklem sistemini saglayan 20 tane (x, y, z) iigliisii bulun-
/isteleyin:

x+y—-4z=17
2x —3y+z=11

7.15 Adi Diferensiyel Denklemler

Bu alt boliimde desolve komutunu kullanarak diferensiyel denklem ¢ozecegiz. Komut,
differential equation (yani diferensiyel denklem) teriminin kisaltilmig hali olan de ile
solve (yani ¢0z) ifadelerinin birlesmesinden oluguyor.

Asagidaki birinci mertebeden lineer diferensiyel denklemi SageMath kullanarak ¢6-
zelim:

y —3y=2x

x = var("x")
y = function("y") (x)
desolve(diff (y,x) -3*y == 2%x , y)

-1/9% (2% (3*x + 1)*e”(-3*x) - 9%_C)*e”(3*x)

Yukarida ilk satirda x’in bir bagimsiz degisken, ikinci satirda da y’nin x’e bagl bir
fonksiyon oldugunu belirtiyoruz. Sonra da diferensiyel denklemi desolve komutuyla
yazip denklemi y fonksiyonuna gore ¢ozmek istedigimizi belirtiyoruz. y’nin x’e gore
tiirevini diff (y,x) komutu ile ifade etti§imizi hatirlayin.

Yanit1 daha anlagilir bir gsekilde gormek i¢in denklemin ¢oziimiinii cozum diye bir
degiskene atayip show komutunu kullanalim:

cozum = desolve( diff(y,x) -3xy == 2%x , y)
show (cozum)

—é (23 x + 1)el=3%) = 9.C) e

Elde ettigimiz bu ifadeyi de expand komutu ile a¢ip daha sade bir sonug¢ bulalim:

show (cozum. expand())

2
CeB® _ 2y _
e 3x

oo
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Not 7.15.1 Bilindigi iizere pek ¢ok diferensiyel denklem analitik olarak ¢oziilememek-
tedir. Ancak bilinen denklemlerin bircogu i¢in desolve komutunun etkili oldugunu soy-
leyebiliriz.

Ikinci bir 6rnek olarak yine birinci mertebeden olan asagidaki Bernoulli denklemini
¢ozelim. Bu defa hangi metodun kullanildigini da show_method=True komutuyla sor-
gulayalim.

y =3y =2xy?

var(’x’)

y = function(’y’) (x)

cozum = desolve( diff(y,x) -3%y == 2*%x*y~2 , y, show_method=True )
show (cozum)

X

9.6
2B x—1)eB® —9C

,bernoulli

7.16 Baslangi¢c Deger Problemi

Yukaridaki Bernoulli denklemine bir baglangi¢ kosul ekleyerek problemi agagidaki bas-
langi¢ deger problemine cevirelim, sonra da ¢ozelim:

Yy =3y=2xy", y0)=5

x = var(’x’)

y = function(’y’) (x)

cozum = desolve( diff(y,x) -3*y == 2xxxy~2 , y, ics=[0,5] )
show(cozum)

456
10(3x —1)eG® +1

Farkli olarak sadece ics (initial conditions, yani baslangi¢ kosullar: ifadesinin ki-
saltilmig hali) komutunu ekledigimize, y(0) = 5 baslangi¢ kosulunu [0, 5] seklinde gos-
terdigimize dikkat edin.

Yiiksek mertebeden denklemler de benzer sekilde ¢oziiliir. Asagida sabit katsayili
homojen olmayan ikinci mertebeden lineer bir baslangi¢ deger problemi var. Daha 6n-
ceden bildigimiz iizere ikinci mertebeden tiirevi diff (y,x,2) seklinde ifade ediyoruz.
Baslangic kosulu yine bir liste olarak giriliyor.

VI=3y +2y=1+x* y0)=3, y(©0)=2
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x = var(’x’)

y = function(’y’) (x)

cozum = desolve( diff (y,x,2)-3*diff(y,x)+2xy == 1+x72 ,y, ics=[0,3,2] )
show(cozum)

X —

=
+
N W

2x) X 9
e +e + —
4

N =
FNJ-

7.17 Egim Alam

dd—)yc = f(x, y) formundaki bir diferensiyel denklem i¢in egim alani plot_slope_field
komutu ile ¢izdirilebilir. Ornegin
dy _ x?

dx y

denklemi igin egim alanin1 gorelim. Isin i¢inde egim varsa farkli boy/en oranlar1 yaniltict
olabileceginden aspect_ratio=1 secenegini eklemek uygun olacaktir:

var("y")
ea=plot_slope_field( x"2/y , (x,-3,3 ), (y,-3,3), aspect_ratio=1)
show(ea)
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Ahstirma 7.17.1  a. Asagidaki differensiyel denklem icin egim alanini gizdirin:
y _ _2x

dx y

b. Asagidaki baglangi¢ deger problemini desolve komutunu kullanarak ¢oziin. Elde
ettiginiz ¢oziimiin grafigini ¢izdirin.

d 2
Z=-= HW=-L
X y

c. (a)ve (b) kisumlarinda elde ettiginiz grafikleri ayni koordinat sisteminde ¢izdirip
yorumlaymn.

7.18 Diferensiyel Denklem Sistemleri

Asagida bir diferensiyel denklem sistemi veriliyor:

dx

ax _ . _4
a T
dy

Y- ox43
di Xy

Bu sistemin ¢oziimiinii x(0) = 1, y(0) = 2 baglangi¢ kosulu ile SageMath kullanarak
bulalim. Burada ¢t bagimsiz degisken; x ve y de #’ye bagh fonksiyonlar. Diferensiyel
denklem sistemi ¢ozmek icin desolve_system komutunu kullaniyoruz. Denklemleri
ve baslangi¢ kosulunu nasil girdigimizi inceleyin:

t = var("t")

x = function("x") (t)

y = function("y") (t)

del= diff (x,t)==x-4xy

de2= diff (y,t)==-2%x+3*y

cozum = desolve_system( [ del ,de2 ] ,(x,y), ics=[0,1,2] )
show (cozum)

[x@) = —e0D 426D y(1) = 0D + e(_’)]

Not 7.18.1 (Vektor Alam) Bir diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimiinii vektor ala-
niyla birlikte gérmek isteyebiliriz. Asagidaki kodu kullanarak vektor alanini (vector fi-
eld) SageMath ile cizdirebilirsiniz. Daha fazla detay icin uygulamalardan [8.13|numarali
alt boliimii inceleyin.

var("x yn)
plot_vector_field( (x-4xy, -2xx+3xy ), (x,-2,2), (y,-2,2),
aspect_ratio=1 )
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7.19 Laplace ve Ters Laplace Doniisiimleri

Son olarak Lapace ve ters Laplace doniisiimlerini SageMath ile nasil yapacagimizi asa-
g1daki birkag¢ ornekle gorelim.
Laplace doniistimii icin laplace komutunu kullantyoruz:

< {e_3t}
var("t s")
f=exp(-3%*t)
f.laplace(t,s)
1/(s + 3)
& {tsint}
var("t s")
f=t*sin(t)
f.laplace(t,s).show()
2s
(s2+ 1)2

Ters Laplace doniisiimii i¢in kullanilan komut ise inverse_laplace:

-1 25
. {(s2+1)2}

var("t s")
F=2%s/(s72 + 1)72
inverse_laplace(F, s, t)

t*sin(t)

ff‘l 1+S+S2
1452+ s4

var("t s")
F=(1+s+s72) /(145872 + s74)
inverse_laplace(F, s, t).show()

% \/§e<%t) sin (% \/§t>
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Boliim 8

SageMath ile Uygulamalar

Bu boliimde farkli alanlarda SageMath uygulamalart verilmistir. Alt béliimler birbirin-
den bagimsizdir. Ilginizi cekmeyen ya da on bilgi gerektirdigini diisiindiigiiniiz uygula-
malar1 atlayabilirsiniz. Bu boliimiin amac1 zor problemler ¢cozmek degil, cesitli problem-
leri ¢c6zmemize yardimci olacak araglari basit problemlerle tanitmaktir.

8.1 Fermat Asallari

n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere,
F,=2"+1

seklindeki sayilar1 diisiinelim. Pierre de Fermat 1650’de yukaridaki F), formiiliiniin sa-
dece asal say1 veren bir formiil oldugu sanisin1 ortaya atmis. Seksen yildan fazla zaman
aksini iddia eden olmamus; ta ki Isvigreli matematikci Leonhard Euler 1732’de bu formii-
liin » = 5 i¢in asal olmadigim ve asagidaki gibi carpanlarina ayrilabilecegini gosterene
kadar:

2% 41 = 641 X 6700417

Fermat bu sanisini bugiin ortaya atsaydi SageMath bir saniyeden daha kisa zamanda
Euler’in buldugunu bulurdu:

is_prime(27275+1)

False

factor(2°275+1)

641 * 6700417

F, formundaki bir sayitya Fermat sayisi, eger say1 asal ise Fermat asali denir. Gii-
niimiizde bilinen sadece 5 tane Fermat asali var; bunlar da n = 0,1,2,3,4 icin elde
edilenler. SageMath yardimiylan =0, 1,2, ..., 14, 15 durumlarina bakalim:
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[ (i,is_prime(2727i+1)) for i in [0..15] ]

[(0, True),
(1, True),
(2, True),
(3, True),
(4, True),
(5, False),
(6, False),
(7, False),
(8, False),
(9, False),

(10, False),
(11, False),
(12, False),
(13, False),
(14, False),
(15, False)]

Ahstirma 8.1.1 p asal sayi olmak iizere M, = 2P — 1 formundaki asal sayilara Mer-
senne asali denir.

a. 1k 100 tane p asal sayist icin M, sayisimin Mersenne asalr olup olmadigini bulun.

b. En kiiciik 15 Mersenne asalini listeleyin.

Not 8.1.1 Bu satirlar yaziliyorken (Eylil 2022), son bulunani Aralik 2018’de olmak
tizere sadece 51 tane Mersenne asali bilinmekteydi (https://www.mersenne.org/
primes/).

8.2 Bir Denklem
Asagidaki denklemin 1’den biiyiik bir kokiiniin olmadigini iddia ediyoruz:
x' =2x°+10x>=1=0 8.1

Bunu gostermek icin yukaridaki denklemde x = y + 1 doniisiimii yapalim. Yani x
gordiigiimiiz yere y + 1 yazalim. Sonra da gerekli genisletmeleri yapip ifadeyi sadeles-
tirelim. Tabii ki SageMath ile:

(x77-2%x"5+10%x"2-1) . subs (x=y+1) .expand ()

YT + THyT6 + 19%y"5 + 25ky~4 + 15%y"3 + 114y"2 + 17+y + 8

Islemimiz tamam. Asagidaki denklemi elde ettik:

y A+ 70 +19y° +25y* +15° + 11y + 17y +8 =0 (8.2)



https://www.mersenne.org/primes/
https://www.mersenne.org/primes/
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x ve y arasindaki iliski y = x—1 seklinde oldugundan dolay1,[8.Tjnumarali denklemin
1’den biiyiik kokiiniin olmadigini sdylemek, [8.2) numarali denklemin 0’dan biiyiik (yani
pozitif) kokiiniin olmadigini soylemekle ayni sey. [8.2]denkleminin biitiin katsayilari po-
zitif oldugundan pozitif bir y degeri,[8.2]denkleminin sol tarafini pozitif yapacaktir; yani
hicbir pozitif y degeri denklemi saglamayacaktir. Boylece 1’den biiyiik hi¢bir x degeri
de denklemini saglamayacaktir.

Not 8.2.1 Bu kiigiik problem Howard Eves’in Fundamentals of Modern Elementary Ge-
ometry 5] adli kitabinda, doniistimlerin isleri kolaylastirdig1 6rneklerden biri olarak ve-
riliyor.

Ahstirma 8.2.1 f : R — R bir fonksiyon olmak iizere, f(x) = 0 denkleminin kokleri
y = f(x) fonksiyonunun grafiginin x-ekseniyle kesistigi noktalardur.[8.I|numarali denk-
lemin 1’den biiyiik kokiiniin olmadig iddiasum grafikle destekleyin. Ayrica, s6z konusu
doniisiimiin grafiksel karsitligim yorumlayin.

8.3 Fahrenhayttan Santigrata Ceviri

Sicaklik birimleri olan fahrenhayt (°F) ve santigrat (°C) arasinda asagidaki gibi bir iligki
var:

5
C==-(F-32
g ¢ )

Simdi bizim i¢in bu islemi yapacak kiiciik bir SageMath programi yazip 80 °F’1in kag
derece oldugunu hesaplayalim:

F=80
C=5/9%*(F-32)
round(C,2)
26.67

Buradaki round(C,2) komutunun noktadan sonra 2 basamak kullanarak yuvarlama
yaptigini [2.6] numaral alt boliimden biliyoruz. Farkli bir fahrenhayt degeri icin benzer
sekilde sonucu bulma gansimiz olsa da, bir fonksiyon kullanmak daha kullanish olacak-
tir. Asagida FdenCye adinda bir fonksiyon olusturuyoruz:

def FdenCye(F):
C=5/9% (F-32)
print (round(C,2))

Fonksiyon tamam; hemen kullanalim:

FdenCye (80)

26.67
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Simdi biraz daha ileri gidip etkilesimli bir ara¢ yaratalim. Boylece girdi kutusuna
girilen bir fahrenhayt ifadesini hemen santigrat ifadesine ¢evirmis olacagiz.

Q@interact

def _( F=input_box(label="Fahrenhayt:",default=80,width=15) ):
C=5/9%(F-32)
print (round(C,2))

Fahrenhayt: | 80

26.67

Ahstirma 8.3.1 Santigrattan fahrenhayta ¢eviri yapan, CdenFye adli bir fonksiyon olus-
turun ve bu fonksiyonu interaktif bir arag¢ olusturmak icin kullanin.

Ahstirma 8.3.2 Kullanicinin buton kullanarak C’de F’ye ve F’den C’ye seceneklerin-
den birini segerek ceviri yapacagu bir interaktif arag olugturun. [6.6|numarali alt béliim
buton olusturmak icin yardimci olabilir.

Not 8.3.1 Bu alt boliimdekine benzer bir sekilde uzunluk, alan, hacim ve agirlik gibi
birimler i¢in ¢eviri araci olusturulabilirsiniz.

Ahistirma 8.3.3 (Sayisal Loto) 6/49 bicimindeki loto, 49 sayidan rastgele secilecek 6
saywyt tutturmaya dayali bir oyun. Daha genel olarak, r/n bicimindeki loto da n tane
sayidan segilecek r tane sayiyi tutturmaya dayali.
r tane saymn tamanunt tutturma olasitligi 1 /C(n, r). Sadece k tanesini tutturma ola-
stigi da
Cr,k)Cn—r,r—k)
C(n,r) '

Girilen n, r ve k dogal saydart icin n sayidan r < n tanesini secerek sadece k < r
tanesini tutturma olasiligini niimerik olarak veren bir fonksiyon olusturun.

8.4 Bir Niimerik Coziim Ornegi: x? = 2~

Bu alt boliimde matematik yazilimlarinin ¢ok yaygin kullanildig1 ve gercekten de iyi
is cikardiklar1 bir uygulama olan denkem ¢oziimiinii basit bir ornek ile inceleyecegiz.
Bilindigi iizere bazi denklemlerin bazi ¢6ziimlerini ancak niimerik olarak bulabiliriz.
Ornegin

x> =2"
boyle bir denkem. Bu denklemin biitiin reel say1 ¢oztimlerini bulmaya ¢alisalim. 2 ve

4 degerleri, verilen denklemi saglar ve bu degerlerin denklemin birer ¢oziimii olduk-
lar1 aciktir. Acaba bagka bir ¢6ziim var m1? Bunu goérmek i¢in denklemin iki tarafindaki
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fonksiyonlarin grafiklerini ayni koordinat sisteminde SageMath’e ¢izdirip ortak bir x de-

gerinde ayni degeri alip almadiklarina bakalim. Aslinda bunun anlam grafiklerin kesisip

kesigsmedikleridir. Her bir kesisim noktasinin apsisi, verilen denklem icin bir ¢oziimdiir.
Asagidaki komut ile grafikleri ¢izdiriyoruz:

plot( [x™2 , 2°x] , (x,-3,5) )

304

Yukaridaki komut SageMath’e y = x> ve y = 2* fonksiyonlarinin grafiklerini x =
—3’ten x = 5’e kadar olan kismum ¢izdiriyor. Ug kesisim noktasi goriiyoruz. Bunlardan
iki tanesi, tahmin ettigimiz gibi x = 2 ve x = 4 degerleridir. Ugiincii kesisim noktasindan
anladigimiza gére bu ¢dziim negatif bir sayidir.

[.5|numarals alt boliimden bildigimiz iizere kokii bulmak i¢in £ind_root komutunu
kullanabiliriz. Bir de kokiin, iginde bulundugu tahmini bir aralik girmemiz gerekiyor. Bu
konuda grafikten destek alirsak (—1, 0) veya (-2, 0) araliklarindan biri uygun olacaktir.
(—2,0) araligin1 kullanalim:

find_root( 27x == x72, -2, 0 )

-0.7666646959621225

Boylece x> = 2* denkleminin, ikisi tam say1 olmak iizere ii¢ tane reel say1 ¢oziimii
oldugunu goriiyoruz. Tam say1 olmayan ¢6ziimiin de yaklasik degeri hemen yukarida.

Not 8.4.1 Grafiklerle ilgili renk, ¢izgi stili, ¢izgi kalinlig1 vb. gibi pek ¢ok secenegi 3]
numaral1 boliimde bulabilrsiniz.

Ahstirma 8.4.1 3% = x3 denkleminin biitiin reel sayr ¢oziimlerinin miimkiinse tam so-
nuclarini, degilse yaklasik degerlerini bulun.

Ahstirma 8.4.2 x > 0 olmak iizere e* = x° denkleminin x = e ¢oziimiinden baska bir
coziimii var mi? Bu denklemi SageMath ile inceleyin.
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Ahstirma 8.4.3 f(x) = sin x fonksiyonunun grafigini 1 birim saga kaydirip g(x) fonk-
siyonunun grafigini elde ediyoruz. y = f(x) ve y = g(x) fonksiyonlarumn grafiklerinin
tiim kesim noktalarint bulun.

Ahstirma 8.4.4 Sekilde ABC dik iicgeni ve iicgenin iki kenarina A ve T noktalarinda
teget olan O merkezli 1 birim yarigapli yarim cember goriilmektedir. Taralt bolgelerin
alanlari esit olduguna gore |AC| = x kactir?

C

Ahstirma 8.4.5 x > 1 olmak iizere asagidaki ifadenin alabilecegi en biiyiik degeri bu-
lun:
(x _ 1)1/)(

Ahstirma 8.4.6 (En Biiyiik Egim)

_sinx

X

fonksiyonunun, egimi en biiyiik olan teget dogrusunun denklemini bulun. Verilen fonksi-
yonun ve 5oz konusu tegetin grafigini ayni koordinat diizleminde ¢izdirin.

8.5 Viviani Egrisi
Viviani egrisi, r pozitif bir say1 olmak lizere

x* + y2 +22 =72
denklemiyle verilen kiire yiizeyiyle

x* + y2 =rx
silindir yilizeyinin kesisimiyle olusan bir egridir. Bu alt boliimde s6z konusu kiire ve si-
lindirle birlikte, onlarin kesisimleri olan Viviani egrisini ayn1 koordinat sisteminde ¢iz-
direcegiz. Ozel olarak r = 2 alalim. Siz farkli bir pozitif deger segebilirsiniz.
Komutlar asagida. Grafigi fare kullanarak cevirip inceleyiniz. U¢ boyutlu grafikler
i¢in detaylar[5.13|numarali alt bolimde.
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var("x y z t")

r=2

kure=implicit_plot3d( x"2+y~2+z"2==r"2, (x,-3,3), (y,-3,3) , (z,-3,3),
color="orange", opacity=1 , plot_points=150 )

silindir=implicit_plot3d( x~2+y~2==r*x, (x,-3,3), (y,-3,3) , (2,-3,3) ,
color="red" , opacity=.5 , plot_points=150 )

viviani= parametric_plot3d(( r*cos(t)*cos(t), r*cos(t)*sin(t), r*sin(t)
), (t,-pi,pi), color="black", thickness=4, plot_points=1000)

show(kure+silindir+viviani)

-3.00

-3.00

Yukarida 6nce sirasiyla kiire ve silindiri implicit_plot3d komutuyla ¢izdiriyo-
ruz. Sonra da Viviani egrisini bu yiizeylerden bagimsiz bir seklide parametrik olarak
parametric_plot3d ile olusturuyoruz. Son olarak da bu ii¢ grafigi ayn1 koordinat sis-
teminde gosteriyoruz. Bekledigimiz lizere egri tam da ylizeylerin kesisiminden ge¢iyor.

Ahstirma 8.5.1 (Simit Kesitleri) R =2 ve r = 1 olmak iizere, ii¢ boyutlu uzayda
P+ 3+ 2+ R =) = 4R (X + %)
simitini (torus) ve y = 2 diizlemini ele alalim.
a. Verilen simit ve diizlemin grafiklerini ayni koordinat sisteminde cizdirin.

b. Grafiklerin kesim noktalart bir Bernoulli lemniskati verecektir. Bu arakesiti de
ayni koordinat sisteminde gosterin.

c. Farkli R ve r degerleri icin bu durumu grafiklerle inceleyin.
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8.6 Viicut Kitle Indeksi

Quetelet Indeksi ya da daha yaygin deyimiyle Viicut Kitle Indeksi (VKI) yetiskin bir kisi-
nin agirliginin boyuna gore normal olup olmadigin belirlemekte kullanilan bir paramet-
redir. Bunun icin doku kiitlesi (kas, yag ve kemik) ve boy temel alinir ve bu parametre
viicut agirliginin (kilogram), boy uzunlugunun (metre) karesine boliinmesi ile hesapla-
nir. Yani m agirhik, A boy olmak iizere VKI asagidaki gibi tanimlanir:

vKi=2
h2

VKI, insanlar1 kabaca zayif, normal kilolu, fazla kilolu ve obez kategorilerine ayir-
mak icin evrensel olarak kullanilmaktadir. Yaygin olarak kullanilan araliklar asagidaki
tabloda verilmistir:

Kategori Aralik
Zayit VKI < 18.50
Normal Kilolu 18.50 < VKI <25
FazlaKilolu 25 <VKI <30
Obez VKI > 30

Kullanicinin, kilosunu ve boyunu girip VKI degerini elde edecegi interaktif bir arac
yaratalim.

Q@interact
def _(
m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),
h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )
):
print( "VKI:", round(m/h~2,2) )

Kilon (kg): | 75
Boyun (m): | 1.69

VKI: 26.26

Goriildiigii iizere kilo ve boy bilgileri, input_box (girdi kutucugu) komutu kullani-
larak girdi olarak isteniyor ve bu girdiler sirastyla m ve h degiskenlerine ataniyor. Daha
sonra VKT formiiliiniinden elde edilen deger print komutuyla ekrana yazdiriliyor. Bunu
yaparken metin ve degiskenleri virgiil ile ayirdigimiza dikkat edin. Daha 6nce de yapti-
gimiz gibi round komutuyla noktadan sonra iki basamak gormek istedigimizi belirttik.
Varsayilan degerleri de kilo ve boy icin sirasiyla 75 ve 1.69 olarak aldik.

Kosullu Onermeler ile Kategori Bilgisi

Olusturdugumuz interaktif arag bize VKT igin sadece bir say1 degeri veriyor, biz de tab-
lodan bakarak kategoriyi buluyoruz. Istersek bu kodlar1 biraz gelistirip progranin ilgili
kategoriyi vermesini saglayabiliriz. Asagidaki programi inceleyin:
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Q@interact
def _(
m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),
h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )
):
vki = m/h"2
if vki < 18.5:
kategori="Zayif"
if 18.5 <= vki < 25:
kategori="Normal"
if 25 <= vki < 30:
kategori="Fazla Kilolu"
if vki >= 30:
kategori="0bez"
print( "VKI:", round(vki,2) )
print( "Kategori:", kategori )

Yukaridaki programda bu problem icin if-elif-else yapisinin daha uygun olacagim
tahmin etmis olabilirsiniz. Asagidaki program tam da o yapiy1 kullaniyor ve tamamiyla
ayni1 iglevi goriiyor. Programi ¢aligtirip yorumlamayi size birakiyorum. Kosullu 6nerme-

ler i¢in ilgili boliim:

Q@interact
def _(
m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),
h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )
):
vki = m/h~2
if vki < 18.5:
kategori="Zayif"
elif vki < 25:
kategori="Normal"
elif vki < 30:
kategori="Fazla Kilolu"
else:
kategori="0bez"
print( "VKI:", round(vki,2) )
print( "Kategori:", kategori )

Kategori Sinirlar ve Seviye Egrileri

Simdi de VKT foksiyonuna biraz geometrik agidan bakalim. Ornegin Agirlik-Boy diizle-
minde hangi noktalar VK degerini 18.5 yapar? Bu noktalarin kiimesi, "zay1f" ile "normal
kilo" kategorilerinin sinirini olugturur. Bu bir egri, hatta tam olarak % = 18.5 yadadaha

acik bir ifadeyle m = 18.5h2 parabolii olacaktir. Benzer sekilde 25 ve 30 degerleri igin
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sinirlar belirleyen egriler de bulunabilir ve hepsi ayni diizlemde cizilebilir. Bu sekilde
diizlemde {ii¢ tane parabol yay1 ve dort farkli kategori icin birer bolge olusturabiliriz.

Ancak su yontem daha pratik olabilir: VKI = % iki degiskenli bir fonksiyon ve iig
boyutlu uzayda bir yiizey ifade eder. Bu yiizeyin de C bir sabit olmak iizere,

m
5 =C

biciminde seviye egrileri vardir. Ornegin % = 18.5 seviye egrilerinden biridir. Yani daha
once inceledigimiz contour_plot komutuyla ¢ok daha pratik bir sekilde tiim sinirlari
elde edebiliriz. Asagida contour_plot komutunu girdikten sonra pek ¢ok secenek giri-
yoruz. Bu sebeple kalabalik goriiniiyor. [5.7]numarah béliimdeki seceneklere bakilabilir.

var("m h")

contour_plot( m/h"2 , (m,40,160), (h,1.4,2.2), contours=[ 18.5, 25 ,
30], cmap="Wistia", label_fontsize=15, linestyles="-", linewidths=0,
figsize=10, label_inline=True, fill=True, aspect_ratio=150,
axes_labels=[ "Agirlik (kg)","Boy (m)" ], labels=True,
label_colors="black" )

2.24

2.04

194

18+

Boy (m)

174

164

154

141

40 00 80 100 120 140 160

Agirlik (kg)

Yukaridaki kodlar sinirlari veren ii¢ seviye egrisi ve olusturduklar: bolgeleri ¢izdiri-
yor. Kilo ve boy i¢in uygun araliklar, bu araliklarin anlagilir sonug vermesi i¢in oranla-
malar (aspect_ratio komutu) ve biraz da makyaj ile istedigimiz sonucu elde ediyoruz.
Deneyip siz de goriin.
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Hangi degerler i¢in kontur ¢izdirecegimizi contours komutu ile giriyoruz. Sece-
neklerde True’lar1 False’a cevirerek kesifler yapin. cmaps komutu ile renk grubu be-
lirliyoruz; bu eglenceli bir komut. Eksen etiketleme axes_labels ile yapiliyor. Detaylar
37l numaral1 alt boliimde.

Son olarak kontur grafigi, VKI ve kategoriyi ayni ¢iktida veren bir arag olusturalim.
Yani 6nceki kodlari birlestirelim. Ayrica girilen m ve h bilgilerini ayni grafikte bir nokta
olarak gosterelim. Asagidaki programi ¢aligtirip goriin.

@interact
def _(
m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),
h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )
):

vki = m/h"2

if vki < 18.5:
kategori="Zayif"

elif vki < 25:
kategori="Normal"

elif vki < 30:
kategori="Fazla Kilolu"

else:
kategori="0bez"

var ("mm hh")

cp = contour_plot( mm/hh~2 , (mm,40,160),(hh,1.4,2.2), contours=[
18.5, 25 , 30],
label_fontsize=15,linestyles="-",linewidths=0,figsize=10,
cmap="Wistia",
label_inline=True,fill=True,aspect_ratio=150,colorbar=False,
axes_labels=[ "Agirlik (kg)","Boy (m)" ], labels=True,
label_colors="black" )

pp=point( (m,h),pointsize=50 , zorder=5, color="black" )

show (cp+pp)

print( "VKI:", round(vki,2) )

print( "Kategori:", kategori )

Alstirma 8.6.1 Boy ile kiyaslayinca, kilo yetiskin biri icin daha miidahale edilebilir
bir degisken. Yani uygun aralikta olmak icin boyumuzu degil de kilomuzu degistirmeyi
mantikli buluruz. Soyle bir arag olugturun: Kullanici sadece boyunu girsin; boyuna bagl
olarak kilo sinir degerlerini veya araliklarin ¢ikti olarak elde etsin.

Ahstirma 8.6.2 Yukarida ¢izmis oldugumuz kontur grafik dort farkli bolgeye ayrilmus
durumda. Ancak hangi bolgenin hangi gruba ait oldugu grafikte goriinmiiyor. Bu bolge-
lere ilgili metin etiketlerini yerlestirin. Detaylar[5.10\numarali alt boliimde.

Alstirma 8.6.3 (Cobb-Douglas Fonksiyonu) Cobb-Douglas fonksiyonu ekonomide sik¢a
kullanilan bir iiretim fonksiyonudur ve asagidaki gibi tamimlanir:

0= AK*L?
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Burada K ve L girdi faktorleri (genellikle, sirasiyla sermaye ve iggiicii), Q ise bu girdi-
lere bagli olarak elde edilen iiretim seviyesidir. a ve f parametreleri iiretimin sirastyla
sermaye ve is giiciine gore elastikligi olarak tamimlanir. A ise sabittir.

Kullanicimin a, p ve A degerlerini girip, K-L koordinat sisteminde bazi seviye egri-
lerini goriip iiretim seviyesi hakkinda bilgi edinecegi interaktif bir ara¢ yaratin.

8.7 Brahmagupta Formiilii

Brahmagupta Formiilii kenar uzunluklar1 verilen bir kirigler dortgeninin alanini veren
formiildiir. Diyelim ki kenar uzunluklar1 a, b, ¢, d olsun. s sayis: kirigler dortgeninin
cevre uzunlugunun yarisi, yani

_a+b+c+d
2

olmak iizere, dortgenin alanin1 asagidaki formiille bulabiliriz:

A=(s—a)s—b)(s—c)s—d)

Brahmagupta Formiili’niin ¢esitli ispatlar1 var. En popiiler olani trigonometrik ispattir.
Bu ispat uzun sadelestirmeler ve iglemler icerdiginden, sembolik hesaplamalar icin Sa-
geMath’in kullanilabilecegi giizel bir 6rnek.

Sekilde kenarlari a, b, ¢, d olan bir kirisler dortgeni goriiyoruz. Amacimiz, bu dort-
genin alanini a, b, ¢, d cinsinden ifade etmek ve bu ifadenin yukarida verilen A’ya 6z-
des oldugunu gostermek. Dortgenin alanina .S diyelim. [AC] kdsegeninin uzunlugu k,
ABC acis1 a derece olsun; bdylece ADC acisi (180° — a) olacaktr. Dortgenin alani
ABC ve ADC ii¢genlerinin alanlarimin toplamudir. Uggenlerin alanlart icin Siniis Alan
Teoremi’ni kullanirsak:
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S = A(ABC) + A(ADC)
= %ab sina + %cd sin (180° — a)

Buradan, asagidaki sonug elde edilir:
S = %(ab + cd)sina (8.3)

S’yi bulduk, ama heniiz tam olarak kenar uzunluklariyla ifade edilmis degil. a agisin-
dan kurtulmamiz lazim. Bunu Kosiniis Teoremi yardimiyla yapiyoruz. ABC ve ADC
ticgenlerinde, B ve D acilariyla Kosiniis Teoremi’ni kullanip £’y1 elimine edersek:

a® + b* —2abcosa = c% + d? — 2¢d cos (180° - a)
@+ b —c*—d?> =2(ab+ cd)cosa

Her iki taraf1 4’e bolelim:

i ( 2+b2—c2—d2) = %(ab+cd)cosa (8.4)
Simdi de (8.3) ve (8.4) denklemlerinin her iki tarafinin karelerini alarak taraf tarafa
toplayip S2’yi cekersek asagidaki ifadeyi elde ederiz:
2 Lo o 2 22 1 2
S*=—— (" +b"—c*—d*)" + — (ab+cd) (8.5)
16 4
Amacimiz S’nin A’ya 6zdes oldugunu gostermek. Ikisi de pozitif sayilar oldugundan
S2’nin A%’ye esit oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Formiildeki s ifadesini kenarlar cinsinden yazarsak A2 asagidaki gibi olur:

A2=—%(a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)(a—b—c—d) (8.6)

Bu iki karmagik ifadenin, yani ve denklemlerinin sag taraflarimin birbirine
0zdes oldugunu gostermek istiyoruz. Bunu SageMath yapacak. Asagidaki kodlarda ifa-
delerin birine alanl digerine de alan?2 diyoruz. bool komutu ile bu iki ifadenin 6zdes
olup olmadiklarin sorguluyoruz; ve True yamitini aliyoruz:

var(" sabcd™")

alanl=-1/16*(a"2+b"2-c"2-d"2) "2 + 1/4*(axb+cxd) "2
alan2=((s-a)*(s-b)*(s-c)*(s-d)) .subs(s=(a+b+c+d) /2)
bool( alanl == alan2 )

True

Not 8.7.1 Bu sadelestirmeyi bool komutuna alternatif olarak asagidaki sekilde de ya-
pabiliriz:
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(alanl-alan2) .simplify_full()

0
Ahstirma 8.7.1 (Heron Formiilii) Brahmagupta formiiliiniin d = 0 icin zel durumu
iicgenin alamint bulmak icin kullamilabilir. Kenar uzunluklart a, b, ¢ birim ve
_a+b+c
2

olmak iizere, iicgenin alanini veren asagidaki formiile Heron formiilii denir:

A=1/s(s—a)(s—b)(s—c)

Ucgenin kenar uzunluklar girildiginde alamini hesaplayan bir ara¢ olusturun. Ayrica,
girilen kenar uzunluklari bir iicgen olusturmuyorsa bu aracwn, kullanictyt uyarmasini
istiyoruz. if-else yapist ve licgen esitsizligi konusunda yardimc olabilecek detaylar
(6.3l numaraly alt béliimde.

8.8 Jordan Esitsizligi

0<x< % olmak iizere agagidaki esitsizlik Jordan esitsizligi olarak bilinir:

gx <sinx < x

7
Geometrik bir bakis acisiyla bu esitsizlik sunu soylilyor: Verilen aralikta y = sin x fonk-
siyonunun grafigi, y = f—rx ile y = x dogrularinin grafikleri arasinda kalir. Bu ii¢ fonksi-
yonun grafigini s6z konusu aralikta ¢izdirelim:

plot( [2/pi*x , sin(x) , x ] , (x,0,pi/2) )
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Gergekten de y = sin x fonksiyonun grafigi esitsizlikte verilen iki dogru arasina si-
kismis durumda. Ayrica, grafikteki kesisim noktalarindan anladigimiza gore x degiske-
ninin tanimlandig1 araligin ug¢ degerlerinde esitlik durumlar1 olusuyor: x = 0 oldugunda
tic fonksiyon birbirlerine esit ve sifir oluyorlar; x = % durumundaday =sinxvey = 2x
fonksiyonlar1 ayn1 anda 1 degerine, bdylece birbirlerine esit oluyorlar. i

Bu resim ikna edici olsa da matematiksel bir ispat olmaktan cok uzak diye diisii-
nebilirsiniz. Bunun felsefesini burada yapmayalim ama bu konuda biraz kafa yormak
isteyenlere James Robert Brown’in Proofs and Pictures (Ispatlar ve Resimler) [3]] adli
makalesini onerebilirim.

Ahstirma 8.8.1 (Kober Esitsizligi) 0 < x < % olmak iizere

2
cosx>1—=x
T

egitsizligini gorsellestirin.

Not 8.8.1 Kober esitsizligi Jordan esitsizliginin 6zel bir hali. Bunu x — % — x donii-
stimiiyle gorebilirsiniz.

Alstirma 8.8.2 (Bernoulli Esitsizligi) » > 1 ve x > —1 olmak iizere, asagida Berno-
ulli esitsizliginin bir varyanti var:

(IT+x) >14+rx

Bu egitsizlik icin etkilegimli bir arag yaratin ve boylece pek ¢ok r reel sayist igin ikna
edici grafikler ¢izdirin.

Alistirma 8.8.3 Her x > 0 reel sayist icin x* > x. Bu esitsizligi gorsellestirin.

8.9 Tiirevin Geometrik Anlami: Tegetin Egimi

Bu alt boliimde, verilen bir f fonksiyonu ve x( degeri i¢in teget dogrusunun denklemini
ve grafigini veren etkilesimli bir ara¢ yaratacagiz. Bunun i¢in tiirevin geometrik anlamini
hatirlayalim: x, noktasinda tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonu i¢in f/(xy) = m
demek, y = f(x) fonksiyonunun grafigine x = x( degerinde cizilen teget dogrusunun
egimi m demektir.

Asagida bir program ve onun ¢iktisin1 goreceksiniz. Sonrasinda da bazi komutlara
dair yorumlar var. Etkilesimli arag i¢in detaylar1[6.6lnumarali alt boliimde bulabilirsiniz.

x, y = var("x y")

@interact

def _(f=input_box(label="$f (x)$",default= 1/(1+x72) - x~3 ,width=50 ),
x0=input_box(label="$x_0$",default= 1/2,width=30 ),
x_aralik=input_box(label="$x$ araligi",default=(-1,2) , width=30),
y_aralik=input_box(label="$y$ araligi",default=(-1/2,1) ,width=30),
fs=slider( [1..10] ,label="Grafik Boyutu",default= 5 ),
axes_check=("Eksenleri Gdéster", True)




154 Boliim 8. SageMath ile Uygulamalar

):

a=x_aralik[0]

b=x_aralik[1]

c=y_aralik[0]

d=y_aralik[1]

D=diff (f,x)

egim=D.subs (x=x0)

yO0=£ (x=x0)

teget=plot (egim* (x-x0)+y0, (x,a,b) ,ymin=c,ymax=d, color="grey")

plo=plot(f, (x,a,b), ymin=c,ymax=d,color="brown"
aspect_ratio=1,figsize=fs )

show(plo+teget, frame=not axes_check,
axes=axes_check,axes_labels=["$x$","$y$"] )

show( LatexExpr(r"\text{Fonksiyon: } y="),f)

show( LatexExpr(r"(x_0,y_0)= "), (x0,y0))

show( LatexExpr(r"\text{Teget Dogru: } y="), (egim*x-egim*x0+y0) )

f(x)| %23+ 1(x~2 +1)
xo | 12
x aral@i | (-1,2)
yarahgi| (-1/2,1)
Grafik Boyutu 5

Eksenleri Goster

-1.0 -0.5

Fonksiyon: y = —x* +

1 27
(x0.)0) = 220

Teget Dogru: y = —

S

x>+ 1

139 137
100 X" 100

Yukaridaki programa dair bazi agiklamalar:
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1. f fonksiyonu, x, noktasi ve gerceveyi olusturacak x ve y araliklar1 input_box
komutu ile kullanici tarafindan girilecek sekilde ayarlaniyor.

2. Kullanicinin, grafik boyutunu kaydirgag (slider) ile ayarlamasini istiyoruz.

3. Onay kutusu (checkbox), eksenler ve gerceveyi gosterip gizlemek i¢in kullanila-
cak.

4. Girilen x aralig1 (a, b), y aralid1 da (c, d) olacak sekilde deger atamalarini yapiyo-
ruz.

5. f fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevine D diyoruz ve hemen sonra da D
ifadesinde x = x,, uyguluyoruz. Bu sekilde f'(x,) degerini, yani egimi buluyoruz
ve bunu egim adl1 degiskene atiyoruz.

6. Sonra da egim, x0 ve yO degerlerini kullanarak adi teget olan teget dogru denk-
lemini olusturuyoruz.

7. Grafikleri, girilen a,b, c,d sayilariyla sinirlanmig sekilde ¢izdiriyoruz.

8. IATEX ifadesi kullanma imkani veren LatexExpr komutuyla gerekli bilgileri ek-
randa gosteriyoruz.

Diger komut ve segeneklerin yorumu okuyucuya birakilmistir.

Ahstirma 8.9.1 Kullanicinin 'y = f(x) fonksiyonunu girince kaydirgac kullanarak en
fazla 2 birim saga ve 2 birim sola kaydiracag bir grafik elde etmesini istiyoruz. Boyle
bir interaktif ara¢ olusturun.

Ahstirma 8.9.2 Girilen bir f fonksiyonu icin f~ fonksiyonunu ( f fonksiyonunun tersi)
ayni koordinat sisteminde cizdiren bir interaktif ara¢ olusturun. Ters fonksiyonu goste-
rip gizlemek icin onay kutusu (checkbox) kullanin. Eksen araliklart ve grafik boyutu da
kullanici tarafindan degistirilebilir olsun.
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8.10 Dik Koridor Problemi

P(3,2)

3 R(t,0)

Sekilde yukaridan goriintiisii verilen dik koseli koridordan, ¢elik diiz bir boru (bo-
runun kalinligim1 ihmal ediyoruz) yere paralel tutulacak sekilde gegirilecektir. Koridor
genislikleri 3 metre ve 2 metre olduguna gore, borunun boyu en fazla hangi uzunlukta
olabilir?

Bu boliimde yukaridaki probleme SageMath yardimiyla cevap verecegiz. Sezgisel
olarak, aranan en uzun borunun duvarlara P, Q ve R noktalarinda degecegi acgiktir. As-
linda P(3,2) noktasindan ge¢ip x eksenini ¢+ > 3 noktasinda kesen dogrulardan QR
dogru parcasini en kisa yapan durumla ilgileniyoruz. Benzer iliggenlerden yararlanarak

veya dogru denklemini kullanarak O = (0, t%) oldugunu bulabilirsiniz. Boylece |OR|
uzunlugu ¢ degiskenine bagli asagidaki L(¢) fonksiyonu olacaktir:

2
ORI =L =)+ (-2)
t-3
Yukaridaki resimden ya da denklemden goriilecegi gibi, biiyiik ¢ degerleri ve 3’e
yakin ¢ degerleri L(f) uzunlugunu biiyiik yapacaktir. Biz L(¢) uzunlugunu en kisa yapan
t degeri ile ilgileniyoruz.

Not 8.10.1 Karekok fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan karekdkiin i¢ini mini-
mum yapan ¢ degeri, kendisini de yani |Q R| degerini de minimum yapar. Boylece verilen
L fonksiyonunda karekokiin icini en kiigiik yapan ¢ degerini bulup daha sonra L(¢) de-
gerini bulabilirsiniz. Ama biz karekoklii sekliyle islemlerimizi yapacagiz.

Simdi L(¢) fonksiyonunun grafigini ¢izip uzunlugun ¢ degiskenine gore nasil degis-
tigini gorelim:
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var("t")

rr=t

qgq=2*t/(t-3)

L(t)=sqrt(rr~2+qq~2)

plot( L , (t,3,12) ,ymax=15, ymin=0 )

14 1

124

104

Grafikten gozlemledigimize gore L(t) fonksiyonunun ilgili aralikta bir tane mini-
mum degeri var. Simdi de bu degeri bulmak icin fonksiyonun tiirevinin sifir oldugu ¢
degerini bulmaya calisalim:

cozum=solve(diff (L(t),t)==0,t)
show(cozum)

1 1 1
[t:—%-123(i\/§+1>+3,t=—%-123(—i\/§+1)+3,t=123+3,t=0]

Coziim kiimesinden anladigimiza gore iki tane reel kok var ve bunlardan 7 = 0 du-
rumu ¢ > 3 kosulunu saglamadigindan uygun degil. Bu durumda istedigimiz ¢6ziim
sondan ikinci ¢oziim, yani:

show(cozum[-2])

1
t=123 +3

Bu degeri L fonksiyonuna uygulayalim:

L(t) .subs(cozum[-2]) .show()

2

1 1y 1 2 1
1. 123(123 +3) + (123 +3)




158 Boliim 8. SageMath ile Uygulamalar

Son olarak da niimerik yaklagik sonucu n() komutu ile bulalim:

L(t) .subs(cozum[-2]) .n()

7.02348237921997

Not 8.10.2 Eger P noktasini (a, b) gibi genel bir nokta olarak alacak olursak problemi
sembolik hesaplamalarla ¢6zebiliriz. Bu durumda en kiigiik degerini istedigimiz fonksi-
yon

o=y ()

olacaktir.

Ahstirma 8.10.1 (Genel Durum) Verilen problemi genel P(a, b) durumu icin ¢éziin ve

sonucun
3

<a§ +b§>§

ifadesine esit oldugunu sembolik hesaplamalarla gosterin.

Ahstirma 8.10.2 (iki Gemi) Koordinat diizleminde biri A(200,0) noktasindan kuzeye
50 km/saat, digeri B(0, 100) noktasindan kuzeydoguya 70 km/saat hizla aym anda ha-
rekete baslayan iki gemi diisiiniin. Gemilerin birbirlerine en yakin oldugu an ne zaman
olur? O anda aralarindaki mesafe ka¢ km’dir? (Bu soruya cevap vermek icin mesafe-
nin zamana bagl fonksiyonunu ve bu fonksiyonun alacagt en kiiciik deger bulunmalidtr.
Grafik ile sonuglar: destekleyin.)

8.11 Sophie Germain Asallar
p bir asal say1 olmak iizere, eger 2p + 1 sayisi da asal ise p asalina Sophie Germain asali
denir (kisaca SGA diyelim). Ornegin 5 sayis1 SGA’dur, ¢iinkii 5’in kendisi asal oldugu

gibi 2 X 5 4+ 1 = 11 sayis1 da asaldur.
Bu alt boliimde SGA ile ilgili asagidaki ii¢ uygulamay1 yapacagiz:

1. Bir saymnin SGA olup olmadi§in1 veren bir program.
2. 11k 100 asal sayidan SGA olanlar1 listeleyen bir program.

3. Ik 100 tane SGA’y1 listeleyen program.

Alistirma yapmak isterseniz bu ii¢ uygulamay1 once kendiniz yapmay1 deneyebilir-
siniz. Bu uygulamalarda kullanacagimiz temel komutlar sirasiyla if, for ve while ko-
mutlaridir.
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SGA mi, Degil mi?

Bu uygulama icin is_sga diye bir fonksiyon tanimlayalim:

def is_sga(p):
if is_prime(p)==True and is_prime(2*p+1)==True:

print (True)
else:
print (False)
is_sga(5)
True

Yukaridaki basit algoritma sunu yapiyor: Eger p ve 2p+1 sayilar1 asalsa ekrana True
yaz, degilse False yaz.

Ik # Tane Asaldan SGA Olanlar

Asagidaki program da ilk » tane p asal1 i¢in 2p + 1 de asalsa ekrana p asalini yazdiriyor.
Yani p asalinin SGA oldugu durumda onu ekrana yazdiriyor.

def sga(a):
for i in range(a):
p=Primes () [i]
if is_prime(2*p+1)==True:
print(p, end=" ")
sga(100)

2 35 11 23 29 41 53 83 89 113 131 173 179 191 233 239 251 281 293 359
419 431 443 491 509

Ik » Tane SGA

Simdi de ilk n tane SGA’y1 veren bir program yazalim. Tanimladi§imiz foksiyonun adini
oncekilerden farkli olsun diye SGA diye adlandiralim.

def SGA(m):

sga_liste=[]

k=0

while len(sga_liste)<m:
asal=Primes() [k]
if is_prime(2*asal+l)==True:

sga_liste.append(asal)

k=k+1

print(sga_liste)

Yukaridaki programi soyle yorumlayabiliriz: sga_liste adinda bos bir listeyle ise bas-
Iryoruz. Bu listeye SGA testinden gecen sayilari ekleyecegiz. Aslinda 2p + 1 testinden
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gecen asallar1 demek daha dogru. Bu sga_liste listesinin eleman sayist m’den kii-
¢lik oldugu siirece bir sonraki asal say1y1 testten gecirecegiz. Bir sonrakine gegis i¢in k
sayacini 1 arttirtyoruz. while komutu ile ilgili detaylari[6.5]numaralz alt boliimde bula-
bilirsiniz. Programi daha detayli incelemek okuyucuya kalsin.

SGA(100)

[2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191, 233, 239,
251, 281, 293, 359, 419, 431, 443, 491, 509, 593, 641, 653, 659,
683, 719, 743, 761, 809, 911, 9563, 1013, 1019, 1031, 1049, 1103,
1223, 1229, 1289, 1409, 1439, 1451, 1481, 1499, 1511, 1559, 1583,
1601, 1733, 1811, 1889, 1901, 1931, 1973, 2003, 2039, 2063, 2069,
2129, 2141, 2273, 2339, 2351, 2393, 2399, 2459, 2543, 2549, 2693,
2699, 2741, 2753, 2819, 2903, 2939, 2963, 2969, 3023, 3299, 3329,
3359, 3389, 3413, 3449, 3491, 3539, 3593, 3623, 3761, 3779, 3803,
3821, 3851, 3863]

Ahstirma 8.11.1 (Goldbach Samis1) Sayilar teorisindeki en popiiler ¢oziilmemis prob-
lemlerden biri olan Goldbach sanist diyor ki: 2’den biiyiik her cift sayi iki tane asal
saymin toplami seklinde yazilabilir. Ornegin 28 cift sayisi 5 ile 23 asallarimin toplam
oldugundan bu iddiayt saglar.

Girilen bir ¢ift sayt icin toplamlari bu ¢ift sayi olan iki asal say: bulmaya ¢caligan bir
program yazin.

Alstirma 8.11.2 (Bertrand Postulati) Bertrand postulatimin ifadesi soyle: 1'den bii-
yiik her n dogal sayist icin n ile 2n arasinda bir asal say: vardiwr. 1845°te Joseph Bert-
rand tarafindan ortaya atilan bu postulat, Chebyshev tarafindan 1852 yuinda ispatlandi.
Boylece bu onermeye bir teorem diyebiliriz.

Kullanmicimin girdigi bir n degeri icin n ile 2n arasinda bir asal sayi veren bir fonk-
siyon ve bu foksiyonu kullanarak bir interaktif ara¢ olusturun.

8.12 Cassini Egrileri

Elipsin geometrik yer ile ifade edilen tanimini hatirlayalim: Diizlemde verilen iki nok-
taya uzakliklar1 toplami sabit olan noktalarin geometrik yerine elips denir. Bu tanimda
"toplam1" yerine "¢arpimi" yazarsak ne olur? Bu problem 1680 yilinda Giovanni Dome-
nico Cassini adinda Italyan bir astronom matematikci tarafindan incelenmis ve olusan
egriler de ismini bu matematik¢iden almas.

S6z konusu noktalar P, ve Py, b > 0 bir sabit say1 olmak iizere | PP,| X |PP,| = b*
kosulunu saglayan P noktalarinin kiimesi bir Cassini egrisi olacaktir. P; ve P, noktala-
rina egrinin odaklar1 denir.

Odak noktalarini koordinat diizleminde P;(—a, 0) ve P;(a, 0) olarak alip uzaklik for-
miiliinii kullanacak olursak, egrinin denklemi soyle olur:

((x - a)2 + yz) ((x + a)2 + y2) =p*
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Burada e = S orani sabit kalacak gsekilde a ve b sayilarin1 degistirirsek, benzer (yani,
biri digerinin diizgiin biiyiitiilmiis ya da kiiciiltiilmiis hali) Cassini egrileri buluruz. Bu
e orani egrinin karakterini belirler. e < 1, e = 1 ve e > 1 durumlar farkli karakterde
grafikler verir. Asagidaki kodla e = 1.1 durumunu ¢izdiriyoruz:

var("y b")

a=1

b=1.1

implicit_plot( ((x-a)~2+y~2)*((x+a) 2+y~2)==b"4 , (x,-2,2), (y,-2,2) )

2.04

1.5 1

1.0 4

0.5 1

0.0 7

—0.5

—1.0 1

—1.5

—2.0
T T T T T T T T T
-2.0 -15 -1.0 =05 00 05 10 15 2.0

Simdi de sadece b degerini degistirip e = 0.1’den e = 2’ye kadar 0.1’lik adimlarla
pek cok Cassini egrisi ¢izdirelim. Asagida bunun icin yazilmis, ayni islevi goren farkli
iki kod var. Ik programda farkli b degerlerine karsilik gelen grafikler += komutuyla
biriktiriliyorken, ikinci programda bu islem sum komutuyla yapiliyor:

resim=plot ([])
for b in srange(.1,2,.1):
resim += implicit_plot( ((x-1)"2+y~2)*((x+1)"2+y~2)==b"4, (x,-3,3),
(y,-3,3) , linewidth=.5 , plot_points=400 )
show(resim)

var("y bn)

sum( implicit_plot( ((x-1)"2+y~2)*((x+1)"2+y~2)==b"4 , (x,-3,3),
(y,-3,3), linewidth=.5 , plot_points=400 ) for b in srange(0.1,2,.1)
)
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Not 8.12.1 e < 1 durumu iki tane kapali simetrik egri veren durumdur. e > 1 oldugu
durum ise bir tane kapali egri verir ve bu kapali egri e > \/5 durumunda digbiikeydir.

Not 8.12.2 (Bernoulli’nin Lemniskat1) e = 1 oldugu durum yatay 8 seklindeki du-
rumdur ve bu egriye Bernoulli’nin Lemniskat: denir.

Ahstirma 8.12.1 (Interaktif Arac) Cassini egrilerini 0.1 < e < 2 araliginda 0.05’lik
adimlarla gormemizi saglayacak kaydirgacl interaktif bir arac olusturun.

Ahstirma 8.12.2 (Animasyon) Cassini egrilerini0.1 < e < 2 araliginda 0.05’lik adim-
larla gormemizi saglayacak bir animasyon olusturun.

8.13 Bir Ask Hikayesi

Bu boliimde Steven Strogatz’in 1988°de Harvard Universitesi tarafindan yayimlanan
Mathematics Magazine adli dergideki makalesini [9]] biraz yerellestirip Leyla ile Mec-
nun’un agk hikayesini modelleyen basit bir diferensiyel denklem sistemi olusturacagiz.
Soyle sagliksiz bir iligkileri oldugunu varsayalim: Mecnun Leyla’nin sevgi ya da nef-
retine benzer tepkiyi veriyorken, Leyla Mecnun’un sevgi ya da nefretine karsit bir tepki
veriyor. Ornegin Leyla Mecnun’u sevdik¢e Mecnun da onu seviyor, Leyla ilgisizken o da
ilgisizlesiyor. Diger taraftan, Mecnun Leyla’y1 sevdik¢e Leyla’nin ilgisi azalmaya bagli-
yor, Mecnun ilgisini kaybedince de Leyla’nin ilgisi artiyor.

L fonksiyonu Leyla’nin Mecnun’a olan sevgi (pozitif deger) ya da nefret (negatif
deger) duygusunu, M fonksiyonu da Mecnun’un Leyla’ya olan sevgi ya da nefret duy-
gusunu ifade etsin. Asagidaki diferensiyel denklem sistemi Leyla ile Mecnun iligkisini
modelleyebilir:



8.13. Bir Ask Hikayesi 163

dL _

- M,
dt

dM I
dt

8.7

Ornegin Mecnun Leyla’y seviyorken, yani M poxzitif iken, ilk denklemde L’ nin tii-
revinin negatif olacagini, buradan da Leyla’nin sevgisinin azalacagini gorebiliriz. Benzer
gozlemleri size birakalim ve birbirlerine olan sevgileri 1’er birim iken nasil bir hayat on-
lar1 bekliyor gorelim. Yani sistemi L(0) = 1, M(0) = 1 baslangi¢ kosuluyla ¢ozelim.
Once diferensiyel denklem sistemini SageMath’e tamtalim. flgili bazi detaylar i¢in
ve[7.18 numarali alt boliimleri inceleyebilirsiniz.

var("t")

L = function("L") (t)

M = function("M") (t)
difdenkl= diff(L,t)==-M
difdenk2= diff(M,t)==L

Denklem sistemini tanittik. Simdi de desolve_system komutuyla sistemi ¢6zelim.
L(0) =1, M(0) = 1 baslangi¢ kosulunu [0, 1, 1] olarak yazdigimiza dikkat edin.

difdenkcozum = desolve_system( [difdenkl,difdenk2], [L,M], [0,1,1] )
show(difdenkcozum)

[L(t) =cos(t) —sin(t), M (t) = cos(t) + sin (¢)]

Boylece (8.7) diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimiinii parametrik olarak elde et-
mig olduk.

Coziimiin Grafigi ve Yorumu

Yukarida elde etti§imiz ¢6ziimiin grafigi asagidaki parametrik egri (bu problem icin cem-
ber) olacaktir:

var("t")
parametric_plot( [difdenkcozum[0].rhs() , difdenkcozum[1].rhs() 1 ,
(t,0,10), axes_labels=["Leyla","Mecnun"], aspect_ratio=1, ).show()
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Mecnun

Bu baslangic deger problemini L(0) = 1, M (0) = 1 i¢cin ¢dzdiik. Yani Leyla-Mecnun
koordinat sisteminde, (1, 1) noktas1 ile baglarsak neler olacaginin grafigini goriiyoruz.

Daha agiklayici olmasi agisindan vektor alanini da grafige ekleyelim ve durumu yorum-
layalim:

var("t L M")

pl=parametric_plot( [difdenkcozum[0].rhs() , difdenkcozum[1].rhs() 1 ,
(t,0,10), axes_labels=["Leyla","Mecnun"], aspect_ratio=1, )
p2=plot_vector_field( (-M,L), (L,-2,2), (M,

-2,2), aspect_ratio=1 )
show(p1+p2)
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Birbirlerine olan sevgileri 1’er birim olarak baslarsa, bu pozitif degere karsilik Mec-
nun’un sevgisi artacakken, Leyla’ninki azalacaktir. Yani grafikte (1, 1) noktasindan bas-
lay1p saat yOniiniin tersine bir hareket olacaktir. L negatif oldugunda Mecnun’un sevgisi
de azalmaya baglayacak ve bir siire sonra (M negatif oldugunda) Leyla’nin sevgisi arta-
caktir. Buna kargilik Mecnun’un sevgisi tekrar artacak, Leyla’nin tekrar azalacak ve bu
dongii bir Omiir siiriip gidecektir.

Alstirma 8.13.1 diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimii olarak elde edilen, za-
mana baglh L(t) ve M (t) fonksiyonlarini ayni koordinat sisteminde ¢izdirip yorumlaymn.
Bu konuda[3. 11\ numarali alt béliim yardimct olabilir.

Ahstirma 8.13.2 Asagidaki diferensiyel denklem sistemi veriliyor:

dx x Yy
—_— ===+ =,
dt 23
dy _x _y
dt 3 3

x(0) =1, y(0) = % baglangi¢c kosuluyla baslangi¢ deger problemini ¢oziin ve ¢oziimiin
grafigini sistemin vektor alanvyla birlikte ¢izdirip ¢oziimii yorumlayin.

8.14 Lojistik Fonksiyon

Asagidaki 6zyineli (recursive/rekiirsif) fonksiyonu diisiinelim:

Xn+1 = f(xn)

Bir x, degeri verilmis olsun. Bu durumda:

x; = f(xg),
Xy = f(x)) = f(f(x) = f2(xp),
X3 = f(x2) = f(f2(x0) = f3(x0)

X = f*(x)
olur. Bu bileske islemleri sonucunda yoriinge dedigimiz
{xo,xl,xz,x3, ,xk, }

dizisini elde ederiz.
Bu alt boliimiin amaci Lojistik fonksiyon denilen meshur

Xpp1 =1x,(1 —x,)

ozyineli fonksiyonunun farkli » parametre degerleri i¢in davranisini, yani ne tip yoriin-
geler verdigini hem niimerik olarak incelemek hem de daha anlasilir olmasi agisindan
zaman serisi ile gorsellestirmektir.

S)=rx(1=x)
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alip ornegin r = 3.1 ve xy = 0.5 degerleri i¢in x|, x,, X3,...,xy degerlerini bulalim.
Tabii ki bu sikici iglemi bir for dongiisii ile yapacagiz:

r=3.1

x0=.5

f=r*x*(1-x)

L=[x0]

for i in range(10):
L.append( f(x=L[-1]) )

show (L)

[0.500000000000000, 0.775000000000000, 0.540562500000000,
0.769899519140625, 0.549178173659744, 0.767502672430025,
0.553171192752663, 0.766235755209903, 0.555267420208218,
0.765531088016937, 0.556429048019278]

Elde ettigimiz x,; degerlerini k degerleriyle birlikte ayni1 tabloda gosterelim:

T=[ (i,L[i] ) for i in range(10) ]
table(T ,header_row = ["$k$", "$x_k$"] )

Xk

0.500000000000000
0.775000000000000
0.540562500000000
0.769899519140625
0.549178173659744
0.767502672430025
0.553171192752663
0.766235755209903
0.555267420208218
0.765531088016937

O 0 JNN B~ WN— O

Tabloda verilen bilgileri biraz daha somutlastiralim ve liste grafigi olarak gosterelim:

list_plot(L, plotjoined=True)
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0.75 4
0.70
0.65
0.60 4

0.55

0.50 4

Elde ettigimiz grafik » = 3.1 degeri i¢in. Simdi de 0 < r < 4 olmak iizere, pek ¢ok r

degeri icin denklemin davranigini gézlemleyebilecegimiz bir interaktif ara¢ yaratalim:

var("r £ x0 L")

Q@interact

def _( f=input_box( label="$£f$", default=r*x*(1-x) ),
param=slider( srange(2.7,4,.001) ,label="$r$",default= .5 ),
x0=input_box( label="$x_0$",default=.5 ),
iterasyon=input_box( label="iterasyon", default=(0,10) )

f=f (r=param)
L=[x0]
for i in [1..iterasyon[1] ]:

L.append( f(x=L[-1]) )
gosterL=[ (k,L[k]) for k in [iterasyon[O]..iterasyon[1] ] ]
graf=list_plot(gosterL, plotjoined=True ,ymax=1,ymin=0 )
show(graf)
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[ -r(x-1)x
r 3.7019999999¢
Xp | 0.500000000000000

iterasyon | (100, 150)

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 4

0.0 1

100 110 120 130 140 150

Yukaridaki programda pek yeni bir sey yok aslinda. Kulanicinin r parametresi olarak
girdigi degeri param degiskenine atiyoruz ve bu degeri de £=f (r=param) satiriyla f
fonksiyonuna uyguluyoruz.

Bu interaktif arac1 kullanarak farkli r degerleri icin Lojistik denklemin ne kadar farkli
davranislar sergiledigini gozlemleyebilirsiniz. Buna kaotik davranis da dahildir.

Ahstirma 8.14.1 (Collatz Sanis1) [’den biiyiik pozitif bir tam say secin. Sayr ¢ift ise
2’ye boliin, tek ise 3 ile carpip 1 ekleyin. Elde ettiginiz yeni saytya ayni seyi uygulaymn.
Cift ise 2’ye boliin, tek ise 3 ile carpip 1 ekleyin. Mesela 34 ile baslayalim ve bu kurali
uygulayalim:

34 -517->52-526-13-40->20-10-5->16-08—-4->2—>1

Collatz sanmist diyor ki, bu islemi yeteri kadar sayida uygularsaniz biitiin baslangi¢ de-
gerleri icin 1 sayisina ulasirsiniz. Collatz samisinin ifadesi oldukca basit ve anlasilir
olsa da giiniimiize kadar ispatlanamanustir ve bu sant matematikteki ¢oziilememis en
iinlii problemlerden biridir.

a. Kullamcimin girdigi sayiya tekrar tekrar yukaridaki kurali uygulayip elde ettigi
sayilari listeleyen bir program yazin. Ayrica, zaman serisi kullanarak bu listeyi
gorsellestirin.

b. Ik 1000 tane dogal sayimn bu samiyt sagladigint SageMath yardimiyla gosterin.

Ahstirma 8.14.2 (Gog Problemi) Izmir ve Istanbul’un niifuslar sirastyla 4.4 ve 15.5
milyondur. Varsayalim ki her sene Izmir’in niifusunun vyiizde 2’si Istanbul’a, Istanbul’un
niifusunun da yiizde 1’i Izmir’e go¢ ediyor. Yiiz yil sonra bu sehirlerin niifuslart nasil
olur? Iki sehir icin senelik degisimleri tablo ve zaman serisi olarak gésterin.
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8.15 Dogum Giinii Problemi

Bir odada 23 kisi var. Bu odadaki birilerinin ayn1 dogum giiniine sahip olma olasilig1 %
50 gibi bir sey. Kisi sayis1 75 olsaydi bu olasilik % 100’e yakin olacakti. Sasirtict ama
gercek.

Bu boliimde # kisilik bir grupta en az iki kisinin ayn1 dogum giiniine sahip olma olasi-
ligin1 SageMath yardimiyla hesaplayacagiz. Birka¢ varsayimla baslayalim: Grupta ikiz,
ticiiz vb. olmadigini, yilin 365 giin ve dogum giinlerinin e olast oldugunu varsayiyoruz.

Daha somut olmasi agisindan, ilk olarak grubun 23 kisi oldugu durumu inceleyelim;
sonra genelleriz. Bu grupta en az iki kisinin ortak dogum giiniine sahip olmasi olayma
A diyelim. Bu durumda hi¢ kimsenin ortak dogum giiniine sahip olmamas1 olay1 A’nin
tiimleyeni yani A€ olacaktir. Bizim amacimiz A’nin olasilifini, yani P(A) degerini bul-
mak. Bunun i¢in 6nce hesaplamasi daha kolay olan P(A€) olasiligim bulacagiz sonra
da

P(A)=1—- P(A°) (8.8)

esitliginden istedigimiz olasilig1 bulabiliriz. A€ olayini, yani hi¢ kimsenin ayn1 dogum

giiniine sahip olmamasi durumunu soyle ifade edelim: 2’nci kisinin 1’inci kisiden farkls,

3’iincii kiginin 2 ve 1’inci kisilerden farkli, 4’{incii kisinin 3, 2 ve 1’inci kisilerden farkli

ve benzer sekilde 23 iincii kisinin de 22’°nci, 21’inci, ..., 2’nci ve 1’inci kigilerden farkl

dogum giiniine sahip olmas1 durumu. Matematiksel olarak 2’inci kiginin 1’inci kisiden
1 364

farkli olma olasilig: 1 — % = 36 olacaktir. I’incinin 2’nciden farkli olmasi kosuluyla
2 _ 363

3’{inciiniin diger ikisinden farkli olma olasilig1 1 — 3G = 365 olacaktir. Benzer sekilde
bir hesaplamayla 23 kisinin farkli dogum giinlerine sahip olma olasiligin1 asagidaki gibi

elde ederiz:
364 363 362 343

C\ —
PAD =365 % 365 “ 365 % 365
Buradan, esitligini kullanarak P(A) olasiligini elde ederiz.

Genel olarak, k kisi icin bu ¢arpimi1 1 — Y1 terimine kadar siirdiiriiriiz. SageMath ile
bu hesaplamay1 yaparken bir for dongiisii isleri kolaylastiracaktir. Asagida gruptaki kisi
sayisina bagli olarak istedigimiz olasilig1 veren, dg adinda bir dogum giinii fonksiyonu
tanimliyoruz:

def dg(k):
olas=1
for j in [1..(k-1)]:
olas=olas*(1-3j/365)
return( (1-olas).n() )

dg(23)

0.507297234323986

Yukarida, 23 kisilik durum icin olasilik sonucunu elde ettik. 75 kisi icin:

dg(75)
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0.999719878173811

Bu durumu daha somut ve genel bir sekilde gormek i¢in grafigi inceleyelim. Kisi
say1s1 ve ona karsilik gelen olasilik bilgisini veren grafigi ilk 75 deger icin 1ist_plot
ile ¢izelim:

list_plot( [ (j, dg(j)) for j in [1..75] 1 , size=3 )

L0 e

0.8 4

0.6 4

0.4 4

0.2 4

10 20 30 40 50 60 70

Goriildiigii iizere olduk¢a hizli biiyiiyen bir fonksiyon var karsimizda.

Not 8.15.1 Bu hizli biiyiime kisi say1s1 biraz arttiginda hesaplamada bazi sorunlara ne-
den olur. Eger dg(150) degerini hesaplarsaniz cevabin sagma bir sekilde 1 oldugunu
goreceksiniz. Bunun sebebi SageMath’in kullandig1 hassassiyetin (precision) varsayilan
degerinin 53 bit olmasi. Bunu arttirmak i¢in prec komutunu kullaniriz. Asagida bu has-
sasiyeti 600 bit aliyoruz ve artik 365°e kadar hassas hesaplamalar yapacak durumdayiz.

def dg(k):
olas=1
for j in [1..(k-11:
olas=olas*(1-3j/365)
return( (1-olas) .n(prec=600) )

dg(365)

0.9999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999\
999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999\
99999999999999999999854504478438129659662860

Not 8.15.2 Goriildiigii tizere kisi sayisinin 365 oldugu durumda bile olasilik hala 1 de-
gil, 1’den biraz kiiciik. Ciinkii olasilik 1-dg(365) gibi ¢ok kiiciik bir say1 olsa da 365
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kisinin dogum giiniiniin 365 farkl giinde olma olasil1g1 var tabii ki. Ama 366 (ya da daha
fazla) kisi oldugu durumda dogum giinii ayni1 giin olan birilerinin kesin olarak bulunacagi
aciktir. Bu durum matematikte Giivercin Yuvasi Ilkesi olarak bilinir.

Ahstirma 8.15.1 x, = 2 olmak iizere

1 ([ n
xn+1=§ x__xn
n

ozyineli fonksiyonu veriliyor. Ik 50 iterasyonu zaman serisi olarak gosterin.

8.16 Sudoku

SageMath sizin i¢in sudoku da ¢oziiyor. Cozmek istediginiz sudoku bulmacasini matris
olarak yaziyorsunuz ve sudoku komutu size problemin bir ¢dziimiinii veriyor. Bilmemiz
gereken tek sey bulmacadaki bosluklar yerine 0 yaziyor olmamiz. Asagida basit bir 4 x4
sudoku bulmacasi ¢ozdiiriiyoruz.

S = matrix( [ [3,0,4,01,[0,1,0,2]1,[0,4,0,3],[2,0,1,0] 1)
S

[304 0]
[010 2]
[0 4 0 3]
[2 010]

sudoku(S)

[324 1]
[4 13 2]
[1 4 2 3]
[2 31 4]

8.17 Algoritmik Sanat

Programlama konusunda gelismek i¢in en uygun alanlardan biri hig¢ siiphesiz Algoritmik
Sanat. Ciinkii yaraticithifimiz siirsiz takilirken kodlama beceriniz de onu takip etmek
zorunda kalacak ve boylece eglenerek gelisme sansiniz olacaktir. Bu boliimde SageMath
kullanarak birka¢ adimda basit bir algoritmik sanat 6rnegi olusturacagiz.

Rastgele Ilerleyen Bir Dogru Parcasi Zinciri

Diyelim ki koordinat diizleminde (0, 0) noktasin1 alip bu noktanin x ve y bilesenlerine
—1 ile 1 arasindan rastgele segilen birer say1 ekledik. Boylece yeni bir nokta elde et-
tik. Yeni noktaya ayni islemi uyguladik. Yani rastgele sayilar ekleyip bir nokta daha elde
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ettik. Bu islemi 100 defa uygulay1p noktalar1 ayni sirayla, dogru parcalar: kullanarak bir-
lestirdik. Asagida bu islemi yapan bir program yaziyoruz. Detaylar ise soyle: Sadece ilk
noktay1, yani (0, 0) noktasini igeren bir L listesi olusturarak ise bagliyoruz. Her adimda
bu listenin son elemaninin bilesenlerine rastgele sayilari, yani rx ve ry degerlerini (rast-
gele secim i¢in[4.9|numaral1 boliime bakiniz) ekliyoruz. Daha sonra append komutu ile
listeyi genisletip 1ine komutu ile noktalar1 birlestirip son olarak da grafigi ¢izdiriyoruz.

x0=0; y0=0
L=[(x0,y0)]
for i in range(100):
rx=-1+2*random()
ry=-1+2*random()
L.append( (L[-1]1[0]+rx , L[-11[1]+ry ) )
line(L)

Simdi de bu islemin biraz daha detayli ve bol secenekli halini fonksiyon kullanarak
yapmaya caligalim. Asagida rastgelel diye bir fonksiyon tanimliyoruz. Girdi olarak
sirastyla; baglangi¢ noktasi Py, renk, ¢izgi kalinligi, saydamlik, boy/en orani, x aralifi,
y aralig1 ve figiir boyutu var. Bu arada axes=False komutu ile eksenleri gizleyelim.

def rastgelel(PO,iterasyon,renk,kalinlik,saydamlik,oran, xaralik,

yaralik, figboyut ):

x0=P0[0]

y0=PO[1]

L=[(x0,y0)]

for i in [1..iterasyon]:
rx=-1+2*random()
ry=-1+2*random()
L.append( (L[-1]1[0]+rx , L[-1]1[1]+ry ) )

return line(L, axes=False, hue=renk, thickness=kalinlik,
alpha=saydamlik, aspect_ratio=oran, xmin=xaralik[0],
xmax=xaralik[1], ymin=yaralik[0], ymax=yaralik[1],
figsize=figboyut )
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Fonksiyonu tanimladik. Simdi de bunu ¢alistirip bir dogru pargasi zinciri elde edi-
yoruz.

rastgelel( (1.4,0) , 100, (.1, .1, .1 ), 10, .8 , 1, (-10,10),
(-10,10) , 10)

Burada renk kodunu RGB fii¢liisii olarak almadik. Bunun yerine bu tip uygulamlarda yo-
netimi daha kolay olan HSV iicliisii, yani Hue-Saturation-Value (Ton-Doygunluk-Deger)
olarak aldik. Bunun SageMath ifadesi [3.8.1| numarali notta verildigi iizere hue komutu.

Rastgele Ilerleyen Pek Cok Dogru Parcasi Zinciri

Simdi rastgelel fonksiyonunu (0, 0) noktasina defalarca uygulayip elde edilen gra-
fik ¢iktilarini birlestirelim. Bunu yaparken grafigin se¢eneklerini i parametresine bagh
olarak degistiridigimize dikkat edin:

sum( rastgelel( (0,0), 100, ( 1/(i~2+1) , abs(cos((i~2+1) )) , random()
) , abs(cos(i~2+1)) , abs(cos(i~2+1)) , 1 , (-30,30), (-30,30) ,15 )
for i in [-20..20] )
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Kullanmig oldugumuz gorsel segenekler, komutlar ve fonksiyonlar igin biraz acik-
lama, detay ve oneri faydali olabilir:

1. Normalde grafik birlestirmeyi p1+p2 seklinde toplama islemi ile yapiyoruz. An-
cak burada pek cok grafik birlestirecegimiz i¢in bu islemi sum komutunu kullana-
rak yaptik.

2. Bu ornekte baglangic noktasi olarak orijini aldik ve rastgelel fonksiyonunu de-
falarca orijine uyguladik.

3. Renk i¢in kullanilan hue komutu (HSV ii¢liisii) onemli bir rol tistleniyor burada.
Kirmizi yogunluklu bir sonug elde etmek istedik ve bunu hue komutunun ilk bile-
senini birka¢ adim sonra 0’a yakin degerler alacak olan ﬁ fonksiyonu ile yaptik.

4. Kosiniis fonksiyonu 1’den biiyiik olmayan degerler alacagindan, ¢izgiler higbir
zaman ¢ok kalin olmayacaktir. Ayrica saydamlik da kalin ¢izgilerde daha az, yani
cizgiler daha belirgin olacaktr.
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Cembersel Baslangic Noktalar:

Simdi de rastgelel fonksiyonunda kiiciik bir degisiklik yapalim: Rastgele sigramalar1
rx=-8+10*random() ve ry=-8+10*random() olarak alalim. Yeni fonksiyonu uygu-
lamak icin de baslangi¢ noktas1 olarak (0, 0) yerine hareketli noktalar secelim. Ornegin
(10cosi, 10sini) seklinde i parametresine bagl bir fonksiyon alalim. Bu fonksiyon,
baslangi¢ noktalarini merkezi orijin olan 10 birim yaricapli cember iizerinde gezdire-
cektir. Bununla birlikte ¢izgi kalinlifin1 0.1 gibi ¢ok daha ince secip iterasyon say1sini
da 2 gibi ¢ok daha kiiciik bir say1 alalim. Cember iizerinde hareketli noktalara 10000
defa bu fonksiyonu uygulayalim. Sonug asagida:

def rastgelel(PO,iterasyon,renk,kalinlik,saydamlik,oran, xaralik,
yaralik, figboyut ):
x0=P0 [0]
y0=P0[1]
L=[(x0,y0)]
for i in [1..iterasyon]:
rx=-8+10*random ()
ry=-8+10*random()
L.append( (L[-1][0]+rx , L[-11[1]+ry ) )
return line(L, axes=False, hue=renk, thickness=kalinlik,
alpha=saydamlik, aspect_ratio=oran, xmin=xaralik[O0],
xmax=xaralik[1], ymin=yaralik[0], ymax=yaralik[1],
figsize=figboyut )
sum( rastgelel( (10*cos(i),10*sin(i)), 2, ( 1/(i72+1) , abs(cos((i~2+1)
)) , random() ) , .1 , abs(cos(i~2+1)) , 1 , (-30,30), (-30,30) ,15
) for i in [0..10000] )
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Not 8.17.1 SageMath kullanilarak elde edilen ¢esitli algoritmik sanat ¢aligmalar igin:

www.k-interact.net/ddsart

Ahstirma 8.17.1 Yukaridaki kodlari kullanarak, kullanicumin iterasyon sayisini, renk
fonksiyonunu ve baslangi¢ noktasini (iterasyona bagli bir fonksiyon) girecegi bir inte-
raktif arac olusturun.

Ahstirma 8.17.2 Yaraticiligimizi kullanin ve kendinize ait bir algoritmik sanat eseri ya-
ratin.


https://www.k-interact.net/ddsart

Ek A

SageMath’in Kurulumu

Asagida Windows, Linux, ve MacOS isletim sistemlerinde SageMath programini bil-
gisayariiza nasil kuracaginiz kisaca anlatiliyor. Kurulum 6nerileri, oldukg¢a kullanigh
olan Jupyter Not Defteri’yle ¢alismak icin verilmistir:

A.1 Windows

1. https://github.com/sagemath/sage-windows/releases adresine gidin.

2. SageMath-x.x-Installer-vx.x.x.exe dosyasiniindirin. Dosyaismindeki x’ler
yerine versiyona dair sayilar goreceksiniz.

3. Indirdiginiz dosyay1 calistirin ve adimlari takip edin.

4. Kurulum tamamlandiktan sonra SageMath x.x Notebook adindaki programi
calistirin.

A.2 Linux

1. https://www.sagemath.org/download-source.html adresine gidin ve bu-
lundugunuz yere yakin bir indirme sunucusu se¢in.

2. Uygun dosyay1 indirin. indireceginiz dosyanin uzantis .tar.gz veya .tar.bz2
olmalidir.

3. Indirdiginiz dosya sikistirilnis bir tar dosyasidir. Bunu istediginiz bir klasore
agin.

4. Komut satirinda sage -n jupyter yazarak programi calistirin.


https://github.com/sagemath/sage-windows/releases
https://www.sagemath.org/download-source.html
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A.3 MacOS

1. https://github.com/3-manifolds/Sage_mac0S/releases|adresine gidin
ve size uygun dmg dosyasini indirin.

2. Indirdiginiz dosyaya cift tiklayin.
3. SageMath klasoriinii /Applications/’a siiriikleyin.

4. Applications klasoriinde, SageMath-x-x dosyasina cift tiklayin. Arayiiz seci-
minde Jupyter notebook from folder opsiyonunu secip dilediginiz bir klasor se¢imi
yapin.

Not A.3.1 Jupyter ile kiyaslandiginda komut satir1 arayiizii cok tercih edilmeyen, kisith
bir arayiizdiir. Yine de programi bu sekilde ¢alistirmak isterseniz:

1. Windows. SageMath x.x isimli dosyay1 caligtirin.
2. Linux. Komut satir1 arayiiziinde sage komutunu calistirin.

3. MacOS. SageMath klasoriindeki sage dosyasini caligtirin.


https://github.com/3-manifolds/Sage_macOS/releases
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